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بازگشتیتوابع

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

بازگشتیتوابع.
درخت،.م.م.بفاکتوریل،محاسبه یH،ادغامیمرتب سازیفیبوناچی،دنباله یهانوی،برجهای

بازگشتیتوابعتحلیل.

بازگشتیروابطحلروش های.
استقراوحدس
مکررجایگذاری
اصلیقضیه ی
مشخصهمعادله ی
بازگشتدرخت



الگوریتم های بازگشتی
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مرور

ندمی کفراخوانیغیرمستقیمیامستقیمصورتبهراخودشکهتابعی.بازگشتیتابع.

بازگشتیتوابعیادگیریمزایای.
(بازگشتیتفکر)تفکرجدیدسبکیکباآشنایی
برنامه نویسیقدرتمندالگوییکباآشنایی

ریاضیاستقرایبانزدیکرابطه ی.

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 



5

فاکتوریل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

فاکتوریلمحاسبه یn.

public static long fact(int n)

{

if (n == 0) return 1;

else return n * fact(n – 1);

}

fact(5)

fact(4)

fact(3)

fact(2)

fact(1)

fact(0)

5

4

3

2

1

1

1

2

6

24

120

شتیفراخوانی بازگ

یشتختم بازگ

n! = 1 * 2 * ... * (n – 1) * n

𝑛! = ቊ
1 𝑛 = 0
𝑛 × 𝑛 − 1 ! 𝑛 ≥ 1
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مشترکعلیهمقسومبزرگ ترین

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

کهصحیحیعددبزرگ ترینیافتن.م.م.بpوqبخش پذیرندآنبردوهر.

مثال.gcd(4032, 1272) = 24.

4032 = 26 * 32 * 71

1272 = 23 * 31 * 531

gcd = 23 * 31

کاربردها.
کسریاعدادساده سازی.

رمزنگاریRSA.
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مشترکعلیهمقسومبزرگ ترین

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

[میلادازقبلسال۳00].اقیلدسالگوریتم

gcd(4032, 1272) = gcd(1272, 216)

= gcd(216, 192)

= gcd(192, 24)

= gcd(24, 0)

= 24

4032 = 3 * 1272 + 216

𝑔𝑐𝑑 𝑝, 𝑞 = ቊ
𝑝 𝑞 = 0

𝑔𝑐𝑑 𝑞, 𝑝%𝑞 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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مشترکعلیهمقسومبزرگ ترین

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

[میلادازقبلسال۳00].اقیلدسالگوریتم

𝑔𝑐𝑑 𝑝, 𝑞 = ቊ
𝑝 𝑞 = 0

𝑔𝑐𝑑 𝑞, 𝑝%𝑞 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

public static int gcd(int p, int q)

{

if (q == 0) return p;

else return gcd(q, p % q);

}
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Hدرخت

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 
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1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

Hدرخت

درختHمرتبهازn.
یکHکنیدترسیم.
درختچهاربازگشتی،طوربهHمرتبه یازn – بهکدامهرکهطوریبهکنیدترسیم(نصفاندازه یبا)1

.باشندمتصلانتهایینقاطازیکی

اندازه

ینقاط انتهای

1ه مرتب 2مرتبه  3مرتبه
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1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

Hدرخت:بازگشتیترسیم

public class HTree

{

public static void draw(int n, double sz, double x, y)

{

if (n == 0) return;

double x0 = x – sz/2; double x1 = x + sz/2; 

double y0 = y – sz/2; double y1 = y + sz/2;

}

public static void main(String[] args)

{

int n = Integer.parseInt(args[0]);

draw(n, 0.5, 0.5, 0.5);

}

}

StdDraw.line(x0, y , x1, y );

StdDraw.line(x0, y0, x0, y1);    

StdDraw.line(x1, y0, x1, y1);

Hترسیم 

draw(n – 1, sz/2, x0, y0); 

draw(n – 1, sz/2, x0, y1); 

draw(n – 1, sz/2, x1, y0); 

draw(n – 1, sz/2, x1, y1);      

Hدرخت 4ترسیم 

تیبه صورت بازگش
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هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 
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هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

ترتیبحفظباراستسمتمیله یبهچپسمتمیله یازدیسک هاانتقال.هدف.
هستیمدیسکیکانتقالبهمجازتنهاحرکتهردر.
دهیمقرارکوچک تردیسکیکرویبررابزرگ تردیسکیکنیستیممجازگاههیچ.

شروع پایان
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هانویبرجهایافسانه ی

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

می رسد؟پایانبهزمانیچهدنیا.س
64خلقتابتدایدرالماسمیله یسهرویبرطلادیسک.
دمی رسپایانبهدنیاهستند،دیسک هااینانتقالمسئولکهکشیش هاازخاصگروهیککاراتمامبا.

کرد؟استفادهدنیاپایانزمانپیش بینیبرایالگوریتم هاازمی توانآیا.س
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بازگشتیراه حل:هانویبرجهای

له ی راستانتقال بزرگترین دیسک به می( 2)

– Nانتقال ( 3) تدیسک به میله ی راس1

– Nانتقال ( 1) دیسک به میله ی وسط1

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 
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بازگشتیراه حل:هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

public class TowersOfHanoi

{

public static void moves(int N, int from, int to, int help) {

if (N == 1) 

System.out.printf(“%d --> %d\n”, from, to);

else {

System.out.printf(“%d --> %d\n”, from, to);

}

}

public static void main(String[] args) {

int N = Integer.parseInt(args[0]);

moves(N, 1, 3, 2);

}

}

moves(N – 1, from, help, to);

moves(N – 1, help, to, from);
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نمایشیاجرای:هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

N = 3

N = 4

N = 5
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بازگشتیراه حل:هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

%java TowersOfHanoi 3

1 --> 3

1 --> 2

3 --> 2

1 --> 3

2 --> 1

2 --> 3

1 --> 3

%java TowersOfHanoi 4

1 --> 2

1 --> 3

2 --> 3

1 --> 2

3 --> 1

3 --> 2

1 --> 2

1 --> 3

2 --> 3

2 --> 1

3 --> 1

2 --> 3

1 --> 2

1 --> 3

2 --> 3
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بازگشتیراه حل:هانویبرجهای

1, 1, 3, 2

2, 2, 3, 1

1, 1, 3, 2

2, 1, 2, 3

1, 3, 2, 1

3, 1, 3, 2

1, 2, 1, 3

1 --> 3 2 --> 3 1 --> 31 --> 2 3 --> 2 1 --> 3 2 --> 1

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 
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راه حلویژگی های:هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

انتقالبرایلازمجابجایی هایتعدادNدیسک؟
بامسئلهیکحلبرایN2بهدیسکN – [باشیدمابا]!!!استنیازجابجایی1

می شود؟چهدنیاسرنوشتبالاخره
می رسدپایانبهآنخلقتازپسسالمیلیارد۵8۵دنیابکشد،طولثانیهیکتنهاجابه جاییاگرهر.
استباقیماندهسالمیلیارد۵70ازبیشهنوز.
استممکنراه حلسریع ترینراه حلاینشود،راحتخیال تانکهاینبرای.
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فیبوناچیاعداد

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

ناچیلئوناردو فیبو
(1250–1170(

ازکهماههرازایبهباشندرسیدهماهگی1سنبهکهآنهااز(مادهیکونریک)جفتهرکهدارندوجودخرگوش هاییکنیمفرض»
خرگوش هااینکنیمفرضاگرحال.می کنندپیرویقاعدههمینازهمآنهاکهمی کنندمتولدخرگوشجفتیکشودسپریزندگی شان

چندماهnازپسکنیدابحسشده اند،متولدتازگیبهکهباشیمداشتهاختیاردرخرگوشنوعاینازجفتیکآغازدرونمی میرندهرگز
«.داشتخواهیمخرگوشنوعاینازجفت
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فیبوناچیاعداد

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

فیبوناچیاعداد.
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, …

public static long F(int n)

{

if (n == 0) return 0;

if (n == 1) return 1;

return F(n – 1) + F(n – 2);

}

𝐹 𝑛 = ቐ
0 𝑛 = 0
1 𝑛 = 1
𝐹 𝑛 − 1 + 𝐹 𝑛 − 2 𝑛 ≥ 2
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فیبوناچیاعداد

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

محاسبه یبرایبازگشتیراه حلآیا.سF(50)است؟کارا

استناکارامدشگفت انگیزیطرزبهکداینخیر،.ج.

public static long F(int n)

{

if (n == 0) return 0;

if (n == 1) return 1;

return F(n – 1) + F(n – 2);

}

F(50) :1بار فراخوانی می شود

F(49) :1بار فراخوانی می شود

F(48) :2بار فراخوانی می شود

F(47) :3بار فراخوانی می شود

F(46) :5بار فراخوانی می شود

F(45) :8بار فراخوانی می شود
...

F(1) :12576269025ودبار فراخوانی می ش
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فیبوناچیاعداد

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

محاسبه یبرایسریع تریروشآیا.سF(50)دارد؟وجود
می دهدانجامجمععمل4۹ازاستفادهباتنهاراکاراینزیرکدبله،.ج.

public static long F(int n)

{

if (n == 0) return 0;

long[] F = new long[n + 1];

F[0] = 0;

F[1] = 1;

for (int i = 2; i <= n; i++)

F[i] = f[i – 1] + F[i – 2];

return F[n];

}

543210

532110

F(5)

0 1 1 2 3 5

نامپویاامه ریزیبرنتکنیکفیبوناچی،اعدادمحاسبه ی  برایبالاتکنیک.الگوریتمطراحیتکنیک
[باشیدمابا].دارد
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ادغامیمرتب سازی

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

[حلوتقسیم].اصلیطرح

کنتقسیمنیمهدوبهراآرایه.
کنمرتببازگشتیصورتبهرانیمههر.
کنادغامهمبارامرتبنیمه یدو.

ELPMAXETROSEGREMورودی

ELPMAXETSRROMGEEمرتب سازی نیمه اول

XTPMLEEASRROMGEEمرتب سازی نیمه دوم

XTSRRPOMMLGEEEEAادغام
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ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.

TRECARMGEEa[]

lo mid mid+1 hi

مرتب مرتب
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aux[]

TRECARMGEEa[] TRECARMGEE

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

lo mid mid+1 hi

مکیکپی کردن عناصر در آرایه ک

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECARMGEEa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

A

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECARMGEAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

C

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECARMGCAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

E

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.



31

TRECARMGEEaux[]

TRECARMECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

E

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECAREECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

E

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECAEEECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

G

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECGEEECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

M

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TREMGEEECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

R

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.



36

TRECARMGEEaux[]

TRRMGEEECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

R

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRRMGEEECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

k

i j

T

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRRMGEEECAa[]

ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

ازیکیمرتبزیرآرایه یدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگریوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه یa[lo]تاa[hi]کنمرتبرا.



39

جاوادرپیاده سازی:ادغام

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int mid, int hi)

{

assert isSorted(a, lo, mid); // precondition: a[lo..mid]   sorted

assert isSorted(a, mid+1, hi); // precondition: a[mid+1..hi] sorted

assert isSorted(a, lo, hi); // postcondition: a[lo..hi] sorted

}

for (int k = lo; k <= hi; k++)

aux[k] = a[k]

int i = lo, j = mid + 1;

for (int k = lo; k <= hi; k++)

{

if      (i > mid)              a[k] = aux[j++];

else if (j >  hi)              a[k] = aux[i++];

else if (less(aux[j], aux[i])) a[k] = aux[j++];

else                           a[k] = aux[i++];

}

کپی

ادغام
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assert:ادعاییجملات

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

برنامهدرفرض هاییآزمایشبرایدستوراتی.ادعاییجمله ی.
منطقیخطاهایتشخیصبهکمک.
برنامهکدمستندسازی.

دستورassertباشدصحیحبولیعبارتآنکهمگرمی شوداستنابروزباعث.جاوادر.

دستوراتمی توانassertنمودفعالغیریافعالاجرازماندررا.

assert isSorted(a, lo, hi);

java –ea MyProgram; // enable assertions

java –da MyProgram; // disable assertions (default)
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1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

public class MergeSort

{

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int mid, int hi)

{  /* see slide 81 */ }

private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int hi)

{

}

public static void sort(Comparable[] a)

{

Comparable[] aux = new Comparable[a.length];

sort(a, aux, 0, a.length – 1);

}

}

if (hi <= lo) return;

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

sort (a, aux, lo, mid);

sort (a, aux, mid+1, hi);

merge(a, aux, lo, mid, hi);

جاوادرپیاده سازی:ادغامیمرتب سازی

lo mid hi
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اجراردیابی:ادغامیمرتب سازی

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

% java TraceMerge MERGESORTEXAMPLE
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(نمایشیاجرای)ادغامیمرتب سازی

تصادفیعنصر۵0مرتب سازی.

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

% java Merge 50
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تجربیتحلیل:ادغامیمرتب سازی

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

اجرازمانتخمین:
ثانیهدرمقایسه۱08:لپ تاپ
ثانیهدرمقایسه۱0۱2:کامپیوترابر

(N lg N)مرتب‌سازی‌ادغامی(N2)مرتب‌سازی‌درجی‌

میلیاردمیلیونهزارمیلیاردمیلیونهزارکامپیوتر

دقیقه۱8ثانیه۱فوراًسال۳۱7ساعت2/8فوراًلپ تاپ

فوراًفوراًفوراًهفته۱ثانیه۱فوراًترابر کامپیو

داردارزشابرکامپیوتریکازبیشترخوبالگوریتمیک.نتیجه گیری!
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خلاصه

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

بنویسیم؟بازگشتیالگوریتم هایچگونه
کنیدمشخصرابازگشتیحالتوبازگشتیختمحالت.
کنیداستفادهاجرامراحلکردندنبالبرایبازگشتیدرختاز.
کنیداستفادهتصویروشکلاز.

بازگشتیالگوریتم هاییادگیریمزایای.
(بازگشتیتفکر)تفکرجدیدسبکیکباآشنایی
برنامه نویسیقدرتمندالگوییکباآشنایی

مسائلازبسیاریبرایزیباوظریفراه حلیک.حلوتقسیمتکنیک!



تحلیل الگوریتم های بازگشتی
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nفاکتوریلمحاسبه ی

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

بازگشتیالگوریتمیکتحلیلمراحل.
اصلیعملتعین
ورودیاندازه یازبازگشتیتابعیکصورتبهاصلیعملاجرایدفعاتتعدادمحاسبه ی
[ادامهدر]آمدهدستبهبازگشتیرابطه یحل

public static long fact(int n)

{

if (n == 0) return 1;

else return n * fact(n – 1);

}

ضرب0

ضرب1 T(n – ضرب(1

T(n)ضرب

𝑇 𝑛 = ቊ
0 𝑛 = 0
𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 ≥ 1
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هانویبرجهای

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

public class TowersOfHanoi

{

public static void moves(int n, int from, int to, int help)

{

if (n == 1) 

System.out.printf(“%d --> %d\n”, from, to);

else

{

moves(n – 1, from, help, to);

System.out.printf(“%d --> %d\n”, from, to);

moves(n – 1, help, to, from);

}

}

T(n – 1)

T(n – 1)

1

1

𝑇 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1
2𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 > 1
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ادغامیمرتب سازی

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

public class MergeSort

{

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int mid, int hi)

{  /* see slide 81 */  }

private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int hi)

{

}

}

if (hi <= lo) return;

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

sort (a, aux, lo, mid);

sort (a, aux, mid+1, hi);

merge(a, aux, lo, mid, hi);

T(n/2)

T(n/2)

n - 1

𝑇 𝑛 = ቊ
0 𝑛 = 1
2𝑇 Τ𝑛 2 + 𝑛 − 1 𝑛 > 1



حل روابط بازگشتی
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𝑇 𝑛 = ቊ
0 𝑛 = 0
𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 ≥ 1

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

استقراوحدس.
اولیهجمله یچندازاستفادهباجوابحدس
استقراوسیلهبهحدساثبات

T(1) = T(0) + 1 = 0 + 1 = 1

T(2) = T(1) + 1 = 1 + 1 = 2

T(3) = T(2) + 1 = 2 + 1 = 3

T(4) = T(3) + 1 = 3 + 1 = 4

...

T(n) = n

nازایبهپایه = .استبرقرار0
T(0) = 0

.استقراگام
T(n + 1) = T(n) + 1 = n + 1

حدس استقرا
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بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

استقراوحدس.
اولیهجمله یچندازاستفادهباجوابحدس
استقراوسیلهبهحدساثبات

T(2) = T(1) + 1 = 1 + 1 = 2

T(4) = T(2) + 1 = 2 + 1 = 3

T(8) = T(4) + 1 = 3 + 1 = 4

T(16) = T(8) + 1 = 4 + 1 = 5

...

T(n) = lg n + 1

nازایبهپایه = .استبرقرار1
T(1) = 1 + lg 1 = 1 + 0 = 1

.استقراگام
T(2n) = T(n) + 1

= (lg n + 1) + 1

= (lg n + lg 2) + 1

= lg 2n + 1

حدس استقرا

𝑇 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1

𝑇 Τ𝑛 2 + 1 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘
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𝑇 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1
2𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 > 1

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

استقراوحدس.
اولیهجمله یچندازاستفادهباجوابحدس
استقراوسیلهبهحدساثبات

T(2) = 2T(1) + 1 = 2 + 1 = 3

T(3) = 2T(2) + 1 = 6 + 1 = 7

T(4) = 2T(3) + 1 = 14 + 1 = 15

T(5) = 2T(4) + 1 = 30 + 1 = 31

...

T(n) = 2n - 1

nازایبهپایه = .استبرقرار1
T(1) = 21 - 1 = 1

.استقراگام
T(n + 1) = 2T(n) + 1

= 2(2n - 1) + 1

= 2n + 1 – 2 + 1

= 2n + 1 - 1

حدس استقرا
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𝑇 𝑛 = ቊ
0 𝑛 = 1

2𝑇 Τ𝑛 2 + 𝑛 − 1 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

استقراوحدس.
اولیهجمله یچندازاستفادهباجوابحدس
استقراوسیلهبهحدساثبات

T(2) = 2T(1) + 1 = 0 + 1 = 1

T(4) = 2T(2) + 3 = 2 + 3 = 5

T(8) = 2T(4) + 7 = 10 + 7 = 17

T(16) = 2T(8) + 15 = 34 + 15 = 49

...

T(n) = ?

حدس

همیشهراه حل حدس 
!تنیسامکان پذیر 
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𝑇 𝑛 = ቊ
0 𝑛 = 0
𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 ≥ 1

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

مکررجایگذاری.

T(n) = T(n - 1) + 1

= T(n - 2) + 1 + 1 = T(n – 2) + 2

= T(n - 3) + 1 + 2 = T(n – 3) + 3

= T(n - 4) + 1 + 3 = T(n – 4) + 4

...

= T(n – i) + i

T(n - i) = T(0) ⟹ n – i = 0

⟹ i = n

T(n) = T(n – n) + n

= T(0) + n

= 0 + n

= n
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𝑇 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1

𝑇 Τ𝑛 2 + 1 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

مکررجایگذاری.

T(n) = T(n/21) + 1 = T(n/21) + 1

= T(n/22) + 1 + 1 = T(n/22) + 2

= T(n/23) + 1 + 1 + 1 = T(n/23) + 3

= T(n/24) + 1 + 1 + 1 + 1 = T(n/24) + 4

...

= T(n/2i) + i

T(n/2i) = T(1) ⟹ n/2i = 1

⟹ i = lg n

T(n) = T(1) + lg n

= 1 + lg n
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𝑇 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1
2𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 > 1

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

مکررجایگذاری.

T(n) = 2T(n - 1) + 1 = 21T(n – 1) + 21 - 1

= 21[2T(n - 2) + 1] + 1 = 22T(n – 2) + 22 - 1

= 22[2T(n - 3) + 1] + 3 = 23T(n – 3) + 23 - 1

= 23[2T(n - 4) + 1] + 7 = 24T(n – 4) + 24 - 1

...

= 2iT(n – i) + 2i - 1

T(n - i) = T(1) ⟹ n – i = 1

⟹ i = n - 1

T(n) = 2n - 1 T(1) + 2n – 1 - 1

= 2 ∙ 2n – 1 - 1

= 2n - 1
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𝑇 𝑛 = ቊ
0 𝑛 = 1

2𝑇 Τ𝑛 2 + 𝑛 − 1 𝑛 > 1, 𝑛 = 2𝑘

بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

مکررجایگذاری.

T(n) = 2T(n/2) + n = 21T(n/21) + 1∙n

= 21[2T(n/22) + n/21] + n = 22T(n/22) + 2∙n

= 22[2T(n/23) + n/22] + 2n = 23T(n/23) + 3∙n

= 23[2T(n/24) + n/23] + 3n = 24T(n/24) + 4∙n

...

= 2iT(n/2i) + i∙n

T(n/2i) = T(1) ⟹ n/2i = 1

⟹ i = lg n

T(n) = 2lg n T(1) + n lg n

= n ∙ 0 + n lg n

= n lg n
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بازگشتیروابطحل

1395-سید ناصر رضوی -تحلیل و طراحی الگوریتم ها 

اصلیقضیه ی.

𝑇 𝑛 = 𝑎𝑇
𝑛

𝑏
+ Θ 𝑛𝑐 𝑎 > 0, 𝑏 > 1 𝑇 𝑛 ∈ ൞

Θ 𝑛log𝑏 𝑎 log𝑏 𝑎 > 𝑐

Θ 𝑛𝑐 lg 𝑛 log𝑏 𝑎 = 𝑐

Θ 𝑛𝑐 log𝑏 𝑎 < 𝑐

𝑇 𝑛 = 4𝑇 Τ𝑛 2 + Θ 𝑛1

𝑇 𝑛 = 4𝑇 Τ𝑛 2 + Θ 𝑛2

𝑇 𝑛 = 4𝑇 Τ𝑛 2 + Θ 𝑛3

𝑎 = 4, 𝑏 = 2, 𝑐 = 1 ⟹ log𝑏 𝑎 > 𝑐

𝑎 = 4, 𝑏 = 2, 𝑐 = 2 ⟹ log𝑏 𝑎 = 𝑐

𝑎 = 4, 𝑏 = 2, 𝑐 = 3 ⟹ log𝑏 𝑎 < 𝑐

1
𝑇 𝑛 ∈ Θ 𝑛2

2
𝑇 𝑛 ∈ Θ 𝑛2 lg 𝑛

3
𝑇 𝑛 ∈ Θ 𝑛3


