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رهيافت بالا به پايين: تقسيم و حل

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

[۱8۱۳لایپزیگ،نبرددرناپلئونوسيله يبهرفتهكارهباستراتژي].حلوتقسيم

كنتقسيمكوچک ترنمونه يتعداديبهرانمونهیک.
كنحلبازگشتیصورتبهراكوچک ترنمونه هايازیکهر.

كنتركيباصلینمونه يراه حلآوردندستبهبرايراكوچک ترنمونه هايراه حل.



جستجوی دودويی
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جستجوی دودويی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

كنيدپيداآرایهدرراكليداندیسكليد،یکومرتبآرایه يیکداشتنبا.هدف.

كنمقایسهوسطكليدبارانظرموردكليد.دودوییجستجوي
كنجستجوراچپنيمه ياست،كوچک تراگر.

كنجستجوراراستنيمه ياست،بزرگ تراگر.

استشدهپيداكليداست،مساوياگر.

97969593847264535143332514136

14131211109876543210

lo mid hi

53
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جستجوی دودويی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

97969593847264535143332514136

14131211109876543210

lo mid hi

53

33

كنيدپيداآرایهدرراكليداندیسكليد،یکومرتبآرایه يیکداشتنبا.هدف.

كنمقایسهوسطكليدبارانظرموردكليد.دودوییجستجوي
كنجستجوراچپنيمه ياست،كوچک تراگر.

كنجستجوراراستنيمه ياست،بزرگ تراگر.

استشدهپيداكليداست،مساوياگر.
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جستجوی دودويی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

97969593847264535143332514136

14131211109876543210

lo mid hi

25

33

كنيدپيداآرایهدرراكليداندیسكليد،یکومرتبآرایه يیکداشتنبا.هدف.

كنمقایسهوسطكليدبارانظرموردكليد.دودوییجستجوي
كنجستجوراچپنيمه ياست،كوچک تراگر.

كنجستجوراراستنيمه ياست،بزرگ تراگر.

استشدهپيداكليداست،مساوياگر.
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جستجوی دودويی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

97969593847264535143332514136

14131211109876543210

lo mid hi

43

33

كنيدپيداآرایهدرراكليداندیسكليد،یکومرتبآرایه يیکداشتنبا.هدف.

كنمقایسهوسطكليدبارانظرموردكليد.دودوییجستجوي
كنجستجوراچپنيمه ياست،كوچک تراگر.

كنجستجوراراستنيمه ياست،بزرگ تراگر.

استشدهپيداكليداست،مساوياگر.
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جستجوی دودويی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

97969593847264535143332514136

14131211109876543210

lo = hi

mid

33

33

خروجی 
4

كنيدپيداآرایهدرراكليداندیسكليد،یکومرتبآرایه يیکداشتنبا.هدف.

كنمقایسهوسطكليدبارانظرموردكليد.دودوییجستجوي
كنجستجوراچپنيمه ياست،كوچک تراگر.

كنجستجوراراستنيمه ياست،بزرگ تراگر.

استشدهپيداكليداست،مساوياگر.
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

پياده سازی در جاوا: جستجوی دودويی

است؟آسانچقدردودوییجستجويپياده سازي
۱۹62سالخطابدونپياده سازياولين؛۱۹46سالدودوییجستجويپياده سازياولين
درجاواخطايArrays.binarySearch()شدكشف2006سالدر.

public static int binarySearch(int[] a, int key)

{

int lo = 0, hi = a.length - 1;

while (lo <= hi)

{

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

if      (key < a[mid]) hi = mid – 1;

else if (key > a[mid]) lo = mid + 1;

else return mid;

}

return -1;

}
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پياده سازی بازگشتی: جستجوی دودويی

است؟آسانچقدردودوییجستجويپياده سازي
۱۹62سالخطابدونپياده سازياولين؛۱۹46سالدودوییجستجويپياده سازياولين
درجاواخطايArrays.binarySearch()شدكشف2006سالدر.

public static int binarySearch(int[] a, int key, int lo, int hi)

{

if (hi < lo) return -1;

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

if (key < a[mid]) 

return binarySearch(a, key, lo, mid – 1);

else if (key > a[mid]) 

return binarySearch(a, key, mid + 1, hi);

else return mid;

}

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
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تحليل رياضی: جستجوی دودويی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

اندازه يبامرتبآرایه يیکدرجستجوبرايدودوییجستجوي.گزارهN،حداكثرlg N + 1

.می دهدانجاممقایسه

تعریف.
T(n)=اندازه يبامرتبزیرآرایه يیکدردودوییجستجويمقایسه هايتعدادحداكثرN

دودوییجستجويبهمربوطبازگشتیرابطه ي.

اثبات.T(N) ≤ T(N/2) + 1

≤ T(N/4) + 1 + 1

≤ T(N/8) + 1 + 1 + 1

...

≤ T(N/N) + 1 + 1 + ... + 1

= 1 + lg N

T(N) ≤ T(N/2) + 1, T(1) = 1



مرتب سازی ادغامی
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مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

[حلوتقسيم].اصلیطرح

كنتقسيمنيمهدوبهراآرایه.
كنمرتببازگشتیصورتبهرانيمههر.
كنادغامهمبارامرتبنيمه يدو.

ELPMAXETROSEGREMورودی

ELPMAXETSRROMGEEمرتب سازی نیمه اول

XTPMLEEASRROMGEEمرتب سازی نیمه دوم

XTSRRPOMMLGEEEEAادغام
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ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.

TRECARMGEEa[]

lo mid mid+1 hi

مرتب مرتب
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aux[]

TRECARMGEEa[] TRECARMGEE

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

lo mid mid+1 hi

مکیکپی کردن عناصر در آرایه ک

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECARMGEEa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

A

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.



17

TRECARMGEEaux[]

TRECARMGEAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

C

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECARMGCAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

E

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECARMECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

E

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECAREECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

E

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECAEEECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

G

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRECGEEECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

M

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TREMGEEECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

R

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRRMGEEECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

R

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRRMGEEECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

k

i j

T

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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TRECARMGEEaux[]

TRRMGEEECAa[]

ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

ازیکیمرتبزیرآرایه يدوداشتنبا.هدفa[lo]تاa[mid]ازدیگريوa[mid+1]تا
a[hi]،زیرآرایه يa[lo]تاa[hi]كنمرتبرا.
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پياده سازی در جاوا: ادغام

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int mid, int hi)

{

assert isSorted(a, lo, mid); // precondition: a[lo..mid]   sorted

assert isSorted(a, mid+1, hi); // precondition: a[mid+1..hi] sorted

assert isSorted(a, lo, hi); // postcondition: a[lo..hi] sorted

}

for (int k = lo; k <= hi; k++)

aux[k] = a[k]

int i = lo, j = mid + 1;

for (int k = lo; k <= hi; k++)

{

if      (i > mid)              a[k] = aux[j++];

else if (j >  hi)              a[k] = aux[i++];

else if (less(aux[j], aux[i])) a[k] = aux[j++];

else                           a[k] = aux[i++];

}

کپی

ادغام
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assert: جملات ادعايی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

برنامهدرفرض هاییآزمایشبرايدستوراتی.ادعاییجمله ي.
منطقیخطاهايتشخيصبهكمک.
برنامهكدمستندسازي.

دستورassertباشدصحيحبولیعبارتآنکهمگرمی شوداستثنابروزباعث.جاوادر.

دستوراتمی توانassertنمودفعالغيریافعالاجرازماندررا.

assert isSorted(a, lo, hi);

java –ea MyProgram; // enable assertions

java –da MyProgram; // disable assertions (default)
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

public class MergeSort

{

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int mid, int hi)

{  /* see slide 27 */ }

private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int hi)

{

}

public static void sort(Comparable[] a)

{

Comparable[] aux = new Comparable[a.length];

sort(a, aux, 0, a.length – 1);

}

}

if (hi <= lo) return;

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

sort (a, aux, lo, mid);

sort (a, aux, mid+1, hi);

merge(a, aux, lo, mid, hi);

پياده سازی در جاوا: مرتب سازی ادغامی

lo mid hi
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رديابی اجرا: مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

% java TraceMerge MERGESORTEXAMPLE
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(اجرای نمايشی)مرتب سازی ادغامی 

تصادفیعنصر۵0مرتب سازي.

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

% java Merge 50
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(اجرای نمايشی)مرتب سازی ادغامی 

مرتب اندنزولیصورتبهكهعنصر۵0مرتب سازي.

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

% java Merge 50
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تحليل تجربی: مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

اجرازمانتخمين:
ثانيهدرمقایسه۱08:لپ تاپ
ثانيهدرمقایسه۱0۱2:كامپيوترابر

(N lg N)مرتب‌سازی‌ادغامی(N2)مرتب‌سازی‌درجی‌

میلیاردمیلیونهزارمیلیاردمیلیونهزارکامپیوتر

دقيقه۱8ثانيه۱فوراًسال۳۱7ساعت2/8فوراًلپ تاپ

فوراًفوراًفوراًهفته۱ثانيه۱فوراًترابر كامپيو

داردارزشابركامپيوتریکازبيشترخوبالگوریتمیک.نتيجه گيري!
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تحليل زمان: ادغامیمرتب سازی 

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

آرایه يیکكردنمرتببرايادغامیمرتب سازيتوسطلازممقایسه هايتعداد.گزارهNعنصري
N~بااستبرابرحالتبدتریندر lg N.

اثبات.[می كنيمفرضNباشددوازتوانی]

ادغام:N – مقایسه1
نيمهدوازیکهرمرتب سازي:T(N/2)

𝑇 𝑁 = 2𝑇 Τ𝑁 2 + 𝑁 − 1 ⇒ 𝑇 𝑁 ~𝑁 lg𝑁
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تحليل حافظه: مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

بامتناسبادغامیمرتب سازيدركمکیحافظه يمقدار.گزارهNاست.

آرایه ياندازه ي.اثباتaux[]بابرابرادغامآخریندرNاست.

A C D G H I M N U V B E F J O P Q R S T

A B C D E F G H I J M N O P Q R S T U V

مرتبزیرآرایه ی دو 

نتایج ادغام شده

آنكمکیحافظه يمقداراگراستدرجامرتب سازيالگوریتمیک.تعریف≤ 𝑐 lg𝑁باشد.
استغيردرجاالگوریتمیکادغامیمرتب سازياماهستند؛درجاانتخابیودرجیمرتب سازي.
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بهبود عملی: مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

كوچکزیرآرایه هايبرايدرجیمرتب سازيازاستفاده.
استزیادكوچکآرایه هايبرايادغامیمرتب سازيسربار.
كمتروعنصري7آرایه هايبرايدرجیمرتب سازيازاستفاده.

private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int hi)

{

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

sort (a, aux, lo, mid);

sort (a, aux, mid+1, hi);

merge(a, aux, lo, mid, hi);

}

if (hi - lo + 1 <= CUTOFF) Insertion.sort(a, lo, hi);
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بهبود عملی: مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

مرتبآرایه هايرويبرمرتب سازيتوقف.
استكوچک ترراستنيمه يعنصركوچک ترینازچپنيمه يعنصربزرگ ترین.
مرتبتقریباًومرتبآرایه هايبراياجرازمانبهبود.

private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int hi)

{

if (lo <= hi) return;

int mid = lo + (hi – lo) / 2;

sort (a, aux, lo, mid);

sort (a, aux, mid+1, hi);

merge(a, aux, lo, mid, hi);

}

if (!less(a[mid+1], a[mid])) return;

A B C D E F G H I J M N O P Q R S T U V
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بهبود عملی: ادغامیمرتب سازی 

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

كمکیآرایه يدرعناصركردنكپیمرحله يحذف.
بازگشتیفراخوانیهردركمکیووروديآرایه ينقشتعویضبازماندرصرفه جویی.

private static void merge(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int mid, int hi) {

int i = lo, j = mid + 1;

for (int k = lo; k <= hi; k++) {

if      (i > mid)          aux[k] = a[j++];

else if (j > hi)           aux[k] = a[i++];

else if (less(a[j], a[i])) aux[k] = a[j++];

else                       aux[k] = a[i++];

} 

}

private static void sort(Comparable[] a, Comparable[] aux, int lo, int hi) {

if (hi <= lo) return;

int mid = lo + (hi - lo) / 2;

sort (aux, a, lo, mid);

sort (aux, a, mid+1, hi);

merge(aux, a, lo, mid, hi);)

}

[]auxبه []aادغام از 

[]auxو []aتعویض نقش 
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مرتب سازی ادغامی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

اولنیمه ی مرتب سازی 

دومنیمه ی مرتب سازی 

نتیجه

اولین زیرآرایه

دومین زیرآرایه

اولین ادغام

% java MergeBars 1000 100



مرتب سازی سريع
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مرتب سازی سريع

محاسباتیسيستم هايدرحياتیمؤلفه يیک.
مهندسیوعلومدربيستمقرنبرترالگوریتم۱0ازیکی

ادغامیمرتب سازي.
جاوادراشيامرتب سازي
درمرتب سازيروشPerl،C++،Python،وفایرفاكس...

سریعمرتب سازي.
جاوادراوليهانواعمرتب سازي

درمرتب سازيروشC،Visual C++،Python،Matlab،وكرومگوگل...

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
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تی شرت مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

مرتب سازی سريع

بزنبرراآرایهابتدا.اصلیطرح.
ماننداندیسیکازايبهكهطوريبهآرایه،افرازj

عنصرa[j]باشدگرفتهقراردرستمکاندر
چپسمتدرa[j]باشدنداشتهوجودآنازبزرگ ترعنصريهيچ
راستسمتدرa[j]باشدنداشتهوجودآنازكوچک ترعنصريهيچ

راستسمتوچپسمتعناصرمرتب سازيa[j]بازگشتیصورتبه

آنتونی ریچارد هوآر
1980جایزه تورینگ 

ELPMAXETROSKCIUQinput

SOXCQMIUPELETARKshuffle

SOXRQMTUPLKEIACEpartition

SOXRQMTUPLKIEECAsort left

XUTSRQPOMLKIEECAsort right

XUTSRQPOMLKIEECAresult

یا مساوی کوچک تر  یا مساوی بزرگ تر 
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.

SOXCQMIUPELETARK

lo i j
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXCQMIUPELETARK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXCQMIUPELETARK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXCQMIUPELETARK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXCQMIUPELETARK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMIUPELETACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMIUPELETACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMIUPELETACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMIUPELETACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMIUPELETACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMIUPELETACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPELEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPELEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPELEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPELEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPELEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPELEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.



61

افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPLEEIACK

lo i j

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPLEEIACK

lo ij

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPLEEIACK

lo j i

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPLEEIACK

lo j i

جابجایی.2فازa[lo]وa[j]

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPLKEIACE

lo j hi

جابجایی.2فازa[lo]وa[j]

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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افراز در مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

SOXRQMTUPLKEIACE

lo j hi

≤ k ≥ k

جابجایی.2فازa[lo]وa[j]

اندیس هايكهزمانیتا.۱فازiوjكنتکراررازیرمراحل،نکرده اندعبوریکدیگراز:
كهزمانیتاa[i] < a[lo]،اندیساستiبدهحركتراستسمتبهرا.
كهزمانیتاa[j] > a[lo]،اندیساستjبدهحركتچپسمتبهرا.
عناصرa[i]وa[j]كنتعویضیکدیگربارا.
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رديابی اجرا: افراز

-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
۱۳۹۵

% java TracePartition KRATELEPUIMQCXOS
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

private static int partition(Comparable[] a, int lo, int hi)

{

int i = lo, j = hi + 1;

while (true)

{

if (i >= j) break;

exch(a, i, j);

}

exch(a, lo, j);

return j;

}

while (less(a[++i], a[lo]))

if (i == hi) break;

while (less(a[lo], a[--j]))

if (j == lo) break;

کد جاوا برای افراز: مرتب سازی سريع

v

v ≤ v ≥ v

≤ v v ≥ v

i j

lo hi

در طول

بعد

lo hi

قبل
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پياده سازی در جاوا: مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

public class Quick {

private static int partition(Comparable[] a, int lo, int hi)

{  /* see previous slide */  }

public static void sort(Comparable[] a) {

}

private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi) {

}

}

StdRandom.shuffle(a);

sort(a, 0, a.length – 1);

if (hi <= lo) return;

int j = partition(a, lo, hi);

sort(a, lo, j – 1);

sort(a, j + 1, hi);

بر زدن آرایه به منظور
!ستتضمین کارایی ضروری ا
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

رديابی اجرا: سريعمرتب سازی 

% java TraceQuick QUICKSORTEXAMPLE
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

اجرای نمايشی: مرتب سازی سريع

تصادفیعنصر۵0مرتب سازي.
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تحليل تجربی: مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

اجرازمانتخمين:
ثانيهدرمقایسه۱08:لپ تاپ
ثانيهدرمقایسه۱0۱2:كامپيوترابر

N)مرتب‌سازی‌درجی‌
2
(N lg N)مرتب‌سازی‌سریع‌(N lg N)مرتب‌سازی‌ادغامی(

میلیاردمیلیونهزارمیلیاردمیلیونهزارمیلیاردمیلیونهزارکامپیوتر

دقيقه۱2ثانيه0/6فوراًدقيقه۱8ثانيه۱فوراًسال۳۱7ساعت2/8فوراًلپ تاپ

فوراًفوراًفوراًفوراًفوراًفوراًهفته۱ثانيه۱فوراًترابركامپيو

داردارزشابركامپيوتریکازبيشترخوبالگوریتمیک.۱نتيجه گيري!
استخوبالگوریتمیکازبهترعالیالگوریتمیک.2نتيجه گيري!
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تحليل بهترين حالت: مرتب سازی سريع

حالتبهترین.
مقایسه هاتعداد~N lg N

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
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تحليل بدترين حالت: مرتب سازی سريع

حالتبدترین.
مقایسه هاتعداد~ 1/2 N2

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

تحليل حالت متوسط: مرتب سازی سريع

املشآرایه ايكردنمرتببرايسریعمرتب سازيدرشدهانجاممقایسه هايمتوسطتعداد.گزاه
𝑁2بااستبرابرمتمایزعنصر 𝑁 ln𝑁.

𝑇 𝑁 = 𝑁 + 1 +
2

𝑁
෍

𝑖=1

𝑁

𝑇 𝑖 − 1

𝑁𝑇 𝑁 = 𝑁 𝑁 + 1 + 2෍

𝑖=1

𝑁

𝑇 𝑖 − 1

𝑁𝑇 𝑁 = 𝑁 + 1 𝑇 𝑁 − 1 + 2𝑁

𝑇 𝑁 =෍

𝑖=1

𝑁
1

𝑁
𝑇 𝑖 − 1 + 𝑇 𝑁 − 𝑖 + 𝑁 + 1

عناصر بعد از محورمرتب سازی افرازهزینه ی 

iاحتمال قرار گرفتن محور در مکان عناصر قبل از محورمرتب سازی 

جبریساده سازی 

𝑁ضرب طرفین در 

بازگشتیرابطه ی حذف سیگما از 
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تحليل حالت متوسط: مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

𝑇 𝑁

𝑁 + 1
=
𝑇 𝑁 − 1

𝑁
+

2𝑁

𝑁(𝑁 + 1)

𝐴 𝑁 =
𝑇 𝑁

𝑁 + 1
⇒ 𝐴 𝑁 = 𝐴 𝑁 − 1 +

2

𝑁 + 1

𝐴 𝑁 ≈ 2 ln𝑁 ⇒ 𝑇 𝑁 = 2 𝑁 + 1 ln𝑁~1.39𝑁 lg𝑁

𝑁(𝑁تقسیم طرفین بر  + 1)

بازگشتی خطیرابطه ی تبدیل به یک 

خطیرابطه ی بازگشتی حل 

املشآرایه ايكردنمرتببرايسریعمرتب سازيدرشدهانجاممقایسه هايمتوسطتعداد.گزاه
𝑁2بااستبرابرمتمایزعنصر 𝑁 ln𝑁.
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ی کارايیخلاصه : مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

استدومدرجهمقایسه هاتعداد.حالتبدترین.
1/2~حالتبدتریندرمقایسه هاتعداد N2

استكمتركند،اصابتشماكامپيوتربهبرقورعدكهایناحتمالازحالتبدتریناحتمالاما!!!

1.39~بااستبرابرمقایسه هاتعداد.متوسطحالت N lg N

استادغامیمرتب سازيازبيشتردرصد۳۹متوسطحالتدرمقایسه هاتعداد.
استسریع ترادغامیمرتب سازيازكمتر،جابه جایی هايتعداددليلبهعملدراما.

تصادفیزدنبر.
حالتبدترینبرابردراحتمالاتیتضمينیک.
استبررسیقابلآزمایشباآناعتباركهریاضیمدلبرايپایه اي.
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ويژگی های مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

استدرجامرتب سازيالگوریتمیکسریعمرتب سازي.گزاره.
اثبات.

ثابتكمکیحافظه ي:افراز
[بالابسياراحتمالبا]لگاریتمیكمکیحافظه ي:بازگشتیفراخوانی هايعمق

مراحل افراز آرایه ی ورودی

نيستپایدارسریعمرتب سازي.گزاره.

اثبات.
B
1

C
1

C
2

A
1

1 3 B
1

C
1

C
2

A
1

1 3 B
1

A
1

C
2

C
1

0 1 A
1

B
1

C
2

C
1

i j 0 1 2 3
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بهبود: مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

درجیمرتب سازيازاستفادهباكوچکآرایه هايمرتب سازي.
داردكوچکبسيارآرایه هايكردنمرتببرايزیاديسربارسریعمرتب سازيحتی.
شوداستفادهدرجیمرتب سازيازاستبهترباشد،۱0مساويیاكوچک ترآرایهاندازه ياگر.
انداختتأخيربهالگوریتمانتهايتارادرجیمرتب سازيانجاممی توان:توجه.

private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi) {

int j = partition(a, lo, hi);

sort(a, lo, j – 1);

sort(a, j + 1, hi);

}

if (hi - lo + 1 <= CUTOFF) {

Insertion.sort(a); 

return;

}
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بهبود: مرتب سازی سريع

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

محوريعنصرانتخاب.
استميانهعنصرمحوريعنصربرايانتخاببهترین.
تصادفیزیرمجموعه يیکميانه يانتخابباواقعیميانه يتخمين
(تصادفی)عنصر۳ميانه ي

private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi)

{

if (hi <= low) return;

int j = partition(a, lo, hi);

sort(a, lo, j – 1);

sort(a, j + 1, hi);

}

int m = medianOf3(lo, lo + (hi – lo)/2, hi);

ecxh(a, lo, m); 
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اجرا: مرتب سازی سريع بهبود يافته

java QuickBars 1000 50 %۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 



انتخاب
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انتخاب

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

شاملآرایه اي.هدفNاست،شدهدادهعنصرKكنپيداراكوچک ترعنصرامُين.
عنصركوچک ترین.مثال(k = K)عنصربزرگ ترین؛(0 = N - K)ميانه؛(1 = N/2)

كاربردها.
آماريمرتبه هاي
یافتنkبرترعنصر

راهنماعنوانبهتئوريازاستفاده.
بالايحدN lg N.چرا؟

بالايحدNكوچکمقادیربرايk۳و۱،2مانند
پایينحدN.چرا؟
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انتخاب مبتنی بر افراز

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

كهگونه ايبهكنافرازراآرایه:
عنصرa[j]باشدگرفتهقراردرستمکاندر.
چپسمتدرjازبزرگ ترعنصريهيچa[j]باشدنداشتهوجود.
راستسمتدرjازكوچک ترعنصريهيچa[j]باشدنداشتهوجود.

مقداربهبستهj،كهزمانیتاكنتکرارزیرآرایه هاازیکیدررافوقعملjباkشودبرابر.

≤ v v ≥ v

lo hij

، k < jاگر 
سمت چپ را جستجو کن

، k > jاگر 
سمت راست را جستجو کن
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پياده سازی: افرازانتخاب مبتنی بر 

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

public static Comparable select(Comparable[] a, int k)

{

StdRandom.shuffle(a);

int lo = 0, hi = a.length - 1;

while (hi > lo)

{

int j = partition(a, lo, hi);

if      (k < j) hi = j - 1;

else if (k > j) lo = j + 1; 

else            return a[k];

}

return a[k];

}

≤ v v ≥ v

lo hij

، k < jاگر 
راسمت چپ 

جستجو کن

، k > jاگر 
سمت راست را 

کنجستجو 
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تحليل بدترين حالت: انتخاب مبتنی بر افراز

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

استدومدرجهحالتبدتریندرانتخابالگوریتمزمانیپيچيدگی.گزاره.

اثبات.

T(N) = T(N - 1) + (N + 1)

= T(N - 2) +  N + (N + 1)

= T(N - 3) + (N - 1) +  N + (N + 1)

= T(N - 4) + (N - 2) + (N - 1) + N + (N + 1)

= ...

= T(1) + 1 + 2 + 3 + ... + (N + 1)

= ½ (N + 1)(N + 2)

~ ½ N2
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تحليل بهترين حالت: انتخاب مبتنی بر افراز

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

استخطیحالتبهتریندرانتخابالگوریتمزمانیپيچيدگی.گزاره.
اثبات.

می شودتقسيممساويقسمتدوبهافراز،عملهرازپسآرایهحالت،ایندر.

بااستبرابرمقایسه هاتعدادنتيجه،در:

T(N) = T(N/2) + (N + 1)
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تحليل حالت متوسط: انتخاب مبتنی بر افراز

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

[زدنبربا].استخطیمتوسطحالتدرانتخابالگوریتمزمانیپيچيدگی.گزاره

اثبات.
می شودتقسيممساوياندازه هايباقسمتدوبهتقریباًآرایهافزار،عملهربا.
بااستبرابرتقریباًمقایسه هاتعدادنتيجه،در:

می آیددستبهزیرنتيجهسریعمرتب سازيتحليلبامشابهرسمیتحليلیکبا:

(N + 1) + (N + 1)/2 + (N + 1)/4 + ... + 1 ~ 2(N + 1)

T(N) = 2N + k ln(N/k) + (N - k)ln(N/(N - k))

(2 + ln2) N: میانه
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انتخاب در زمان خطی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

هكداردوجودمقایسهبرمبتنیانتخابالگوریتمیک[۱۹7۳تارجان،ریوست،پرت،فلوید،بلوم،].گزاره
.استخطیحالتبدتریندرآناجرايزمان
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انتخاب در زمان خطی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

(ميانهعنصرازتقریبی:محوريعنصر)محوريعنصرهوشمندانه يانتخاب.ایده

بهآرایهتقسيمqمساوياندازه هايباقسمت.
آنكردنمرتبباقسمتهرميانه يمحاسبه ي.

بازگشتیصورتبهميانه هاميانه يمحاسبه ي.

هكداردوجودمقایسهبرمبتنیانتخابالگوریتمیک[۱۹7۳تارجان،ریوست،پرت،فلوید،بلوم،].گزاره
.استخطیحالتبدتریندرآناجرايزمان



ضرب استراسن
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ضرب داخلی دو بردار

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

برداردو.داخلیضربaوbطولبهیکهرNمقدار.استشدهدادهc = a.bكنيدمحاسبهرا.

ضرب هاتعداد.دبيرستانالگوریتمΘ(N).

𝑎 = .70 .20 .10

𝑏 = .30 .40 .30

𝑎 ∙ 𝑏 = .70 × .30 + .20 × .40 + .10 × .30 = .32

استبهينهالگوریتمیکدبيرستانالگوریتم.ملاحظه.
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ضرب ماتريس ها

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

ماتریسدو.ماتریسیضربAوBابعادبایکهرN×Nماتریس.استشدهدادهC = ABرا
.كنيدمحاسبه

ضرب هاتعداد.دبيرستانالگوریتمΘ(N3).

.70 .20 .10 .80 .30 .50 .59 .32 .41

.30 .60 .10 .10 .40 .10 .31 .36 .25

.50 .10 .40 .10 .30 .40 .45 .31 .42

     
     

 
     
          
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ها به روش استراسنالگوريتم ضرب ماتريس

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

استانداردالگوریتم.
هاضربتعداد:T(n) = n3

هاجمعتعداد:T(n) = n3 - n2

(۱۹6۹)هاماتریسضرببراياستراسنالگوریتم.
(ضربوجمع)سومدرجهازبهترپيچيدگی
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

يمحاسبهبراي :

كنيممیتعریف:

آنگاه:

11 12

21 22

11 12

21 22

11 12

21 22

c c
c c

a a
a a

b b
b b









 









 











C
m m m m m m

m m m m m m


   

   











1 4 5 7 3 5

2 4 1 3 2 6

m
1

= (a
11

+ a
22

)(b
11

+ b
22

)

m
2

= (a
21

+ a
22

)b
11

m
3

= a
11

(b
12

- b
22

)

m
4

= a
22

(b
21

- b
11

)

m
5

= (a
11

+ a
12

)b
22

m
6

= (a
21

- a
11

)(b
11

+ b
12

)

m
7

= (a
12

- a
22

)(b
21

+ b
22

)

2× 2ماتريس : استراسنروش 
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۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

ماتریس هاتقسيم.

يمحاسبه Mمثلا،ها:

M
1

= (A
11

+ A
22

) (B
11

+ B
22

)

n/2

n/2

N ×Nماتريس : روش استراسن
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1 2 3 4 8 9 1 2

5 6 7 8 3 4 5 6

9 1 2 3 7 8 9 1

4 5 6 7 2 3 4 5
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      
     
     
     

C
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C
12

C
13

C
14

يك مثال

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

وقتیn = 4

يمحاسبه Mمثلا،ها:

1

3 5

11 13

17 10

7 9

86 75

278 227M 
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





 









 










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     
     

روش استراسن

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 
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n/2

n/2

1 4 5 7 3 5

2 4 1 3 2 6
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M M M M M M

    
  

    

1

2
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(ضرب)حالات یهمه: پيچيدگی زمانی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

سادهضربیک.اصلیعمل

ورودياندازه.n،هاماتریسهايستونوسطرهاتعداد
زمانیپيچيدگی.

حل.

𝑇 𝑛 = 𝑛lg 𝑛  𝑛2
.81 (𝑛2

.81)

ቐ
𝑇 𝑛 = 7𝑇

𝑛

2
for 𝑛 > 1, 𝑛 power of 2

𝑇 1 = 1
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(جمع و تفريق)حالات یهمه: پيچيدگی زمانی

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

سادهتفریقیاجمعیک.اصلیعمل

ورودياندازه.n،هاماتریسهايستونوسطرهاتعداد
زمانیپيچيدگی.

حل.

𝑇(𝑛) = 6𝑛lg 7 − 6𝑛2 6𝑛2
.81 − 6𝑛2

(
𝑛2

.81)

൞
𝑇 𝑛 = 7𝑇

𝑛

2
+ 18

𝑛

2

2

for 𝑛 > 1, 𝑛 power of 2

𝑇 1 = 1
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مقايسه

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 

الگوریتم استراسن الگوریتم استاندارد

n2.81 n3 تعداد ضرب ها

6n2.81 - 6n2 n3 - n2 تعداد جمع و تفریق ها
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هاتمرين

۱-2بخش
4،6

2-2بخش
۱0،۱۳

۳-2بخش
۱4،۱۵،۱6،۱7،۱8

4-2بخش
24

۵-2بخش
26،2۹

7-2بخش
۳6

8-2بخش
۳7،۳8

اضافیتمرینات
۳۹4۱و40و

۱۳۹۵-سيد ناصر رضوی -تقسيم و حل -طراحی الگوريتم ها 


