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مطالبفهرست

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

معرفی.
فیبوناچیسریجملات
دوجمله ایضریب

بهینه سازیمسائل.
رئوسزوجهمه یبینمسیرهاکوتاه ترین
ماتریس هازنجیریضرببرایبهینهترتیب
بهینهدودوییجستجویدرخت
رشته هابهینه یترازبندی



3

فیبوناچیاعداد

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

چیلئوناردو فیبونا
1170-1250

ازکهماههرازایبهباشندرسیدهماهگییکسنبهکهآنهااز(مادهیکونریک)جفتهرکهدارندوجودخرگوش هاییکنیمفرض»
خرگوشهااینکنیمفرضاگرحال.می کنندپیرویقاعدههمینازهمآنهاکهمی آورنددنیابهخرگوشجفتیکشودسپریزندگی شان

چندماهnازپسکنیدابحسشده اند،متولدتازگیبهکهباشیمداشتهاختیاردرخرگوشنوعاینازجفتیکآغازدرونمی میرندهرگز
«.داشتخواهیمخرگوش هااینازجفت
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فیبوناچیاعداد

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

فیبوناچیاعداد.
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, …

public static long F(int n)

{

if (n == 0) return 0;

if (n == 1) return 1;

return F(n – 1) + F(n – 2);

}

𝐹 𝑛 = ቐ
0 𝑛 = 0
1 𝑛 = 1
𝐹 𝑛 − 1 + 𝐹 𝑛 − 2 𝑛 ≥ 2
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فیبوناچیاعداد

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

محاسبه یبرایبازگشتیراه حلآیا.سF(50)است؟کارا

استناکارامدشگفت انگیزیطرزبهکداینخیر،.ج.

public static long F(int n)

{

if (n == 0) return 0;

if (n == 1) return 1;

return F(n – 1) + F(n – 2);

}

F(50) :1بار فراخوانی می شود

F(49) :1بار فراخوانی می شود

F(48) :2بار فراخوانی می شود

F(47) :3بار فراخوانی می شود

F(46) :5بار فراخوانی می شود

F(45) :8بار فراخوانی می شود
...

F(1) :12576269025ودبار فراخوانی می ش
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فیبوناچیاعداد

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

محاسبه یبرایسریع تریروشآیا.سF(50)دارد؟وجود
می دهدانجامجمععمل4۹ازاستفادهباتنهاراکاراینزیرکدبله،.ج.

public static long F(int n)

{

if (n == 0) return 0;

long[] F = new long[n + 1];

F[0] = 0;

F[1] = 1;

for (int i = 2; i <= n; i++)

F[i] = f[i – 1] + F[i – 2];

return F[n];

}

543210

532110

F(5)

0 1 1 2 3 5

داردامنپویابرنامه ریزیروشفیبوناچی،اعدادمحاسبه ی  برایبالاروش.الگوریتمطراحیروش.
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معرفی:پویابرنامه‌ریزی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

حوزه ها.
رایانشزیست

کنترلنظریه ی

اطلاعاتنظریه ی

عملیاتدرتحقیق

وکامپایلرهامصنوعی،هوشگرافیک،:کامپیوترعلوم...

مشهورالگوریتم هایازبرخی.
فایلدومقایسه یبراییونیکسدررفتهکاربهالگوریتم

ژنتیکیرشته هایترازبندیبرایواترمن-اسمیتالگوریتم

مسیرهاکوتاه ترینیافتنبرایفورد-بلمنالگوریتم

الگوریتمCYKمتنازمستقلگرامرهایتجزیه یبرای
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حلوتقسیمالگوریتم‌هایناکارآمدیعلت

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

تقسیمازپس...
[ادغامیسازیمرتب]هستندمرتبطغیرکوچک ترنمونه های
[فیبوناچی]هستندمرتبطکوچک ترنمونه های

مکررطوربهمشترکزیرنمونه هایحل!

پویابرنامه ریزی.
بزرگبهکوچکازنمونه هاحل:بالابهپایینرویکرد

جدولیکدرشدهحلکوچک ترنمونه هایراه حلذخیره ی
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اولروش:جمله‌ایدوضریب

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

جمله ایدوضریب.

[اولروش].جمله ایدوضریبمحاسبه ی

استکوچکضریبمقدارکهزمانیحتیبزرگبسیاراعدادمحاسبه یبهنیاز.مشکل.

𝑛

𝑘
=

𝑛!

𝑘! 𝑛 − 𝑘 !

100

2
=

100!

2! 100 − 2 !
= 4950

زرگبسیار ب



10

دومروش:جمله‌ایدوضریب

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

[بازگشتیتعریف].جمله ایدوضریب

𝑛

𝑘
= ൞

1, 𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑛
𝑛 − 1

𝑘 − 1
+

𝑛 − 1

𝑘
, 0 < 𝑘 < 𝑛

public static int bin(int n, int k)

{

if (k == 0 || k == n) return 1;

return bin(n – 1, k - 1) + bin(n – 1, k);

}

[بازگشتیالگوریتم].جمله ایدوضریبمحاسبه ی
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دومروش:ایدوجملهضریب

5محاسبه ی.مثال
3

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌
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سومروش:دوجمله‌ایضریب

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

پویابرنامه ریزی.
ماتریسازاستفادهBنمونه هاراه حلذخیره یمنظوربه.

مراحل.
ترکوچکنمونه هایراه حلبهتوجهبانمونهیکراه حلمحاسبه یمنظوربهبازگشتیخاصیتیکارائه ی .

ماتریسدرراه حل هاذخیره یوبازگشتیرابطه یازاستفادهبابالابهپایینازنمونه هاحلB

𝐵 𝑖 𝑗 = ቊ
1, 𝑗 = 0, 𝑗 = 𝑖
𝐵[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 𝐵[𝑖 − 1][𝑗], 0 < 𝑘 < 𝑛
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سومروش:جمله‌ایدوضریب

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

5محاسبه ی.مثال
3

B 0 1 2 3
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10 خروجی

𝐵 𝑖 𝑗 = ቊ
1, 𝑗 = 0, 𝑗 = 𝑖
𝐵[𝑖 − 1][𝑗 − 1] + 𝐵[𝑖 − 1][𝑗], 0 < 𝑘 < 𝑛
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سومروش:جمله‌ایدوضریب

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

جمله ایدوضریبمحاسبه ی .
public static int bin2(int n, int k)

{

for (i = 0; i <= n; i++)

for (j = 0; j <= Math.min(i, k); j++)

if (j == 0 || j == i) 

B[i][j] = 1;

else 

B[i][j] = B[i-1][j-1] + B[i-1][j];

return B[n][k];

}

𝑇 𝑛, 𝑘 ∈ Θ 𝑛𝑘 زمانیپیچیدگی.
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پویابرنامه‌ریزی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

مراحل.
کوچک تر؛نمونه هایراه حلبهتوجهبانمونهیکحلمنظوربهبازگشتیخاصیتیکارائه ی

جدولیکدرراه حل هاذخیره یوبالابهپایینازنمونه هاحل.
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زوج‌رئوسهمه‌ی‌مسیرها‌بین‌کوتاه‌ترین‌
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وزن‌داروجهت‌دارگراف‌هایدرمسیرهاکوتاه‌ترین

رأسدوبینمسیرکوتاه ترینوزن دار،جهت دارگرافیکداشتنبا.مسئلهsوtکنپیدارا.

5

4

1

7

3

6

2

0

4->5  0.35

5->4  0.35

4->7  0.37

5->7  0.28

7->5  0.28

5->1  0.32

0->4  0.38

0->2  0.26

7->3  0.39

1->3  0.29

2->7  0.34

6->2  0.40

3->6  0.52

6->0  0.58

6->4  0.93

گراف جهت دار وزن دار

0->2  0.26

2->7  0.34

7->3  0.39

3->6  0.52

6به 0کوتاه ترین مسیر از 

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌
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1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

گوگلنقشه‌های
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جهانیمکان‌یابیسامانه‌ی:خودروناوبری

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌
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مسیرکوتاه‌ترینکاربردهای

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

خودروناوبری
روباتناوبری
بحرانیمسیرروش
نقشهدرمسیریابی
شهریترافیکبرنامه ریزی
مخابراتیپیام هایمسیریابی
شبکهمسیریابیپروتکل های
تصویراندازههوشمندانه یتغییر
ارزیمعاملاتدرسودجویی
دیگرمسائلازبسیاریو...

http://en.wikipedia.org/wiki/Seam_carving
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مسیرکوتاه‌ترینمسئلهمختلفگونه‌های

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

رئوس؟کدام
دیگررأسیکبهرأسیکازمسیرکوتاه ترین:مقصدتک-مبدأتک

دیگررئوستمامبهرأسیکازمسیرکوتاه ترین:مبدأتک

رئوسزوجهمه یبینمسیرهاکوتاه ترین:رئوسزوجهمه ی

؟یالهاوزنرویبرمحدودیت
غیرمنفیوزنهای

دلخواهوزنهای

اقلیدسیوزنهای

دور؟
جهت داردور»بدون»

منفیدور»بدون»

5

4

1

7

3

6

2

0
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مسیرهاکوتاه‌ترینمحاسبهبرایفلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

اصطلاحات.
یالهارئوس،:گراف
جهت دارگراف
وزن دارگراف
،دورساده،مسیرمسیر
دوربدونگرافدار،دورگراف

مسیریکطول

یک گراف جهت دار و وزن دار

1 2

4

3

5

78

9 10

11 12

6

0

ر مسیر جهت دا
2به 0از  دور جهت دار

و2درجه ورودی 
4درجه خروجی 
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بهینه‌سازیمسائل

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

بهینه سازیمسئله ی.
باشدداشتهوجودکاندیداراه حلیکازبیشمی تواند.
استمقداریکدارایکاندیداراه حلهر.
است(بهینهمقدار)مقداربهترینباکاندیداراه حلیککردنپیداهدف.

کورکورانهالگوریتم.
می کندبررسیراممکنراه حل هایتمامیبهینه،راه حلیافتنبرایکهالگوریتمی.

مسیرکوتاه ترینمسئله یبرایکورکورانهالگوریتم.
فاکتوریلصورتبهزمانیپیچیدگیدارای!

𝑛 − 2 × 𝑛 − 1 ×⋯× 2 × 1 = 𝑛 − 2 ! حداقل تعداد مسیرهای ممکن میان دو رأس دلخواه
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گرافنمایش

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

وزنماتریس.

v
5

v
1

v
2

v
4

v
3

3

1

9

21

2

4

3

3

5

W 1 2 3 4 5

1 0 1 ∞ 1 5

2 9 0 3 2 ∞

3 ∞ ∞ 0 4 ∞

4 ∞ ∞ 2 0 3

5 3 ∞ ∞ ∞ 0

D 1 2 3 4 5

1 0 1 3 1 4

2 8 0 3 2 5

3 10 11 0 4 7

4 6 7 2 0 3

5 3 4 6 4 0

𝑊 𝑖 𝑗 =

𝑤𝑖𝑗

∞

0

وجود داشته باشد𝑣𝑗و 𝑣𝑖اگر یالی بین 

وجود نداشته باشد𝑣𝑗و 𝑣𝑖اگر یالی بین 

𝑖اگر  = 𝑗باشد
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فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ازدنباله ایمحاسبه ی.الگوریتم𝑛 + 𝐷ماتریس1 𝑘0ازایبه ≤ 𝑘 ≤ 𝑛

𝐷 𝑘 𝑖 [𝑗]:رأسازمسیرکوتاه ترینطول𝑣𝑖رأسبه𝑣𝑗مجموعه یدرموجودرئوسازتنهاکه
𝑣1,𝑣2, … ,𝑣𝑘می کنداستفادهمیانیرئوسعنوانبه.

خاصحالتدو.

𝐷 0 → 𝐷 1 → 𝐷 2 → ⋯ → 𝐷 𝑘 → ⋯ → 𝐷 𝑛

𝑣𝑖 𝑣𝑗

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘

𝐷 0 = 𝑊

𝐷 𝑛 = 𝐷
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مسیرهاکوتاه‌ترینمسئلهبرایپویابرنامه‌نویسی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

محاسبه یمنظوربهروشییافتن.هدف𝐷 = 𝐷 𝑛رویاز𝑊 = 𝐷 0

مراحل.
محاسبه یمنظوربهبازگشتیخاصیتیکارائه ی𝐷 𝑘از𝐷 𝑘−1

ازایبهبالابهپایینروشبهمسئلهحل𝑘 = 𝑘تا1 = 𝑛زیردنبالهمحاسبه یو:

𝐷 0 → 𝐷 1 → 𝐷 2 → ⋯ → 𝐷 𝑘 → ⋯ → 𝐷 𝑛

↑
𝑊

↓
𝐷
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کدشبه:فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

𝐷 0 = 𝑊

for int 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 + +

compute 𝐷 𝑘 from 𝐷 𝑘−1

𝐷 𝑘−1 𝐷 𝑘
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𝐷محاسبه‌ی 𝑘از𝐷 𝑘−1

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

درموجودرئوسازفقطکهبهازمسیرهاترینکوتاهازنمونهیکحداقل.۱حالت
ایندر.نکندعبورازکند،میاستفادهمیانیرئوسعنوانبه ی مجموعه

:صورت

𝐷 𝑘 𝑖 𝑗 = min 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑗 , 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑘 + 𝐷 𝑘−1 𝑘 𝑗

𝐷 𝑘 𝑖 𝑗 = 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑗

یمجموعهدرموجودرئوسازفقطکهبهازمسیرترینکوتاههاینمونهتمام.2حالت 
:صورتایندر.کنندعبورازد،نکنمیاستفادهمیانیرئوسعنوانبه
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D(kرویازD(k)محاسبه:بازگشتیخاصیتارائه – 1)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

𝑣𝑖 𝑣𝑗

𝑣𝑘

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘−1}

𝐷 𝑘 – 1 [𝑖][𝑗]

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 𝑘 – 1 𝐷 𝑘
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کدشبه:فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

𝐷 0 = 𝑊

for int 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 + +

for int 𝑖 = 1; 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 + +

for int 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑛; 𝑗 + +

𝐷 𝑘 𝑖 𝑗 = min 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑗 , 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑘 + 𝐷 𝑘−1 𝑘 𝑗

𝐷 𝑘−1 𝐷 𝑘
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کدشبه:فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

⋯ 𝑘 ⋯ 𝑗 ⋯ 𝑛

⋮

𝑘

⋮

𝑖 𝐷 𝑘−1 𝑖 [𝑗]

⋮

𝑛

⋯ 𝑘 ⋯ 𝑗 ⋯ 𝑛

⋮

𝑘

⋮

𝑖 𝐷 𝑘 𝑖 [𝑗]

⋮

𝑛

𝐷 𝑘−1 𝐷 𝑘

𝐷 0 = 𝑊

for int 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 + +

for int 𝑖 = 1; 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 + +

for int 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑛; 𝑗 + +

𝐷 𝑘 𝑖 𝑗 = min 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑗 , 𝐷 𝑘−1 𝑖 𝑘 + 𝐷 𝑘−1 𝑘 𝑗
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞

∞

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 0 𝐷 1

𝐷 1 1 1 = min 𝐷 0 [1][1], 𝐷 0 [1][1] + 𝐷 0 [1][1] = min 0,0 + 0 = 0

𝐷 1 1 2 = min 𝐷 0 [1][2], 𝐷 0 [1][1] + 𝐷 0 [1][2] = min 1,0 + 1 = 1

𝐷 1 1 3 = min 𝐷 0 [1][3], 𝐷 0 [1][1] + 𝐷 0 [1][3] = min ∞, 0 + ∞ = 0

𝐷 1 1 4 = min 𝐷 0 [1][4], 𝐷 0 [1][1] + 𝐷 0 [1][4] = min 1,0 + 1 = 1

𝐷 1 1 5 = min 𝐷 0 [1][5], 𝐷 0 [1][1] + 𝐷 0 [1][5] = min 5,0 + 5 = 5

𝑘



33

مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞

∞

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 0 𝐷 1

𝐷 1 2 1 = min 𝐷 0 [2][1], 𝐷 0 [2][1] + 𝐷 0 [1][1] = min 9,9 + 0 = 9

𝐷 1 2 2 = min 𝐷 0 [2][2], 𝐷 0 [2][1] + 𝐷 0 [1][2] = min 0,1 + 9 = 0

𝐷 1 2 3 = min 𝐷 0 [2][3], 𝐷 0 [2][1] + 𝐷 0 [1][3] = min 3,9 + ∞ = 3

𝐷 1 2 4 = min 𝐷 0 [2][4], 𝐷 0 [2][1] + 𝐷 0 [1][4] = min 2,9 + 1 = 2

𝐷 1 2 5 = min 𝐷 0 [2][5], 𝐷 0 [2][1] + 𝐷 0 [1][5] = min ∞, 9 + 5 = 14
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞ ∞ ∞

∞

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 0 𝐷 1

𝐷 1 3 1 = min 𝐷 0 [3][1], 𝐷 0 [3][1] + 𝐷 0 [1][1] = min ∞,∞ + 0 = ∞

𝐷 1 3 2 = min 𝐷 0 [3][2], 𝐷 0 [3][1] + 𝐷 0 [1][2] = min ∞,∞ + 1 = ∞

𝐷 1 3 3 = min 𝐷 0 [3][3], 𝐷 0 [3][1] + 𝐷 0 [1][3] = min 0,∞ + ∞ = 0

𝐷 1 3 4 = min 𝐷 0 [3][4], 𝐷 0 [3][1] + 𝐷 0 [1][4] = min 4,∞ + 1 = 4

𝐷 1 3 5 = min 𝐷 0 [3][5], 𝐷 0 [3][1] + 𝐷 0 [1][5] = min ∞,∞ + 5 = ∞
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 0 𝐷 1

𝐷 1 4 1 = min 𝐷 0 [4][1], 𝐷 0 [4][1] + 𝐷 0 [1][1] = min ∞,∞ + 0 = ∞

𝐷 1 4 2 = min 𝐷 0 [4][2], 𝐷 0 [4][1] + 𝐷 0 [1][2] = min ∞,∞ + 1 = ∞

𝐷 1 4 3 = min 𝐷 0 [4][3], 𝐷 0 [4][1] + 𝐷 0 [1][3] = min 2,∞ + ∞ = 2

𝐷 1 4 4 = min 𝐷 0 [4][4], 𝐷 0 [4][1] + 𝐷 0 [1][4] = min 0,∞ + 1 = 0

𝐷 1 4 5 = min 𝐷 0 [4][5], 𝐷 0 [4][1] + 𝐷 0 [1][5] = min 3,∞ + 5 = 3
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

4 ∞ 4

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 0 𝐷 1

𝐷 1 5 1 = min 𝐷 0 [5][1], 𝐷 0 [5][1] + 𝐷 0 [1][1] = min 3,3 + 0 = 3

𝐷 1 5 2 = min 𝐷 0 [5][2], 𝐷 0 [5][1] + 𝐷 0 [1][2] = min ∞, 3 + 1 = 4

𝐷 1 5 3 = min 𝐷 0 [5][3], 𝐷 0 [5][1] + 𝐷 0 [1][3] = min ∞, 3 + ∞ = ∞

𝐷 1 5 4 = min 𝐷 0 [5][4], 𝐷 0 [5][1] + 𝐷 0 [1][4] = min ∞, 3 + 1 = 4

𝐷 1 5 5 = min 𝐷 0 [5][5], 𝐷 0 [5][1] + 𝐷 0 [1][5] = min 0,3 + 5 = 0
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حافظهمصرفکاهش:فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

𝐷 𝑘 – 1

𝑘

𝑘

𝑖

𝑗

𝐷 𝑘

𝑘

𝑘

𝑖

𝑗

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 𝑘 [𝑘][𝑗] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗], 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑗])

𝐷 𝑘 [𝑖][𝑘] = 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚(𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘], 𝐷 𝑘−1 [𝑖][𝑘] + 𝐷 𝑘−1 [𝑘][𝑘])
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کدشبه:فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

𝐷 = 𝑊

for int 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 + +

for int 𝑖 = 1; 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 + +

for int 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑛; 𝑗 + +

𝐷 𝑖 𝑗 = min 𝐷 𝑖 𝑗 , 𝐷 𝑖 𝑘 + 𝐷 𝑘 𝑗

زمانیپیچیدگی.تحلیل

𝑇 𝑛 = 𝑛 × 𝑛 × 𝑛 = 𝑛3 ∈ Θ(𝑛3)



39

مسیرهاکوتاه‌ترینخودمحاسبه‌ی:فلویدالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

𝐷 = 𝑊

for int 𝑘 = 1; 𝑘 ≤ 𝑛; 𝑘 + +

for int 𝑖 = 1; 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 + +

for int 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑛; 𝑗 + +

for int 𝑖 = 1; 𝑖 ≤ 𝑛; 𝑖 + +
for int 𝑗 = 1; 𝑗 ≤ 𝑛; 𝑗 + +

𝑃 𝑖 𝑗 = 0

if 𝐷 𝑖 𝑘 + 𝐷 𝑘 𝑗 < 𝐷 𝑖 [𝑗] {

𝐷 𝑖 𝑗 = 𝐷 𝑖 𝑘 + 𝐷 𝑘 𝑗

𝑃 𝑖 𝑗 = 𝑘

}
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مسیرهاکوتاه‌ترینمحاسبه‌ی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ماتریسرویازدلخواهرأسدوهربینمسیرکوتاه ترینمحاسبه ی𝑃.
public static void path(int i, int j) {

if (P[i][j] == 0) return;

path(i, P[i][j]);

StdOut.print(P[i][j] + “ “);

path(P[i][j], j);

}

v5 v3v4v1

بینمسیرکوتاه ترینمحاسبه ی.مثال𝑣5و𝑣3
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بهینه‌سازیمسائلوپویابرنامه‌نویسی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

بهینه سازیمسائلحلمراحل.
کوچک ترنمونه هایازبزرگ ترنمونه هایراه حلمحاسبه یبرایبازگشتیخاصیتیکارائه ی.
بالابهپایینروشبهبهینهراه حلمقدارمحاسبه ی.
پایینبهبالاروشبهبهینهراه حلخودمحاسبه ی.

دربهینگیاصلبایدپویا،برنامه ریزیازاستفادهبابهینه سازیمسئله ییکحلمنظوربه.توجه
.باشدبرقرارمسئلهآن
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بهینگیاصل

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

یتمامبرایبهینههایحلراهشاملهمواره،لهئمسازنمونهیک یبهینهحلراه.بهینگیاصل
.استهازیرنمونه

نیزآندرموجودزیرنمونه هایتمامیباشد،شدهحلبهینهصورتبهمسئلهازنمونهیکاگردیگر،بیانبه
.باشندشدهحلبهینهصورتبهباید

حلراهترکیبباتواندمیلهئمسازنمونهیک یبهینهحلراهکهدهدمیاطمیناناصلاین
.شودحاصلهازیرنمونه یبهینه

،دهیمنشاناستلازمحل،راهآوردندستهببرایویاپ ریزیبرنامهازاستفادهازقبلبنابراین
.استبرقراربهینگیاصل
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بچسبانوببُراستدلال:بهینگیاصل

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

بچسبانوببرُاستدلال.

مسیرهاکوتاه ترینیافتنمسئله ی.مثال.
رئوسبینمسیرکوتاه ترینکنیدفرض𝑣𝑖و𝑣𝑗رأساز𝑣𝑘می گذردمیانیرأسیکعنوانبه.

مسیردهیمنشانباید𝑣𝑖 ↝ 𝑣𝑘مسیرهمچنینو𝑣𝑘 ↝ 𝑣𝑗،مسیرندکوتاه ترین.

𝑣𝑘 𝑣𝑗𝑣𝑖
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بچسبانوببُراستدلال:بهینگیاصل

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

مسیرهاطولانی ترینیافتنمسئله ی.مثال

ازمسیرطولانی ترین𝑣1به𝑣4

ازمسیرطولانی ترین𝑣1به𝑣3

،نیستبرقراربهینگیاصلمسئلهایندربنابراین.

1

1

3

2

4

v1

v3v2

v4

𝑣1 → 𝑣3 → 𝑣2 → 𝑣4

𝑣1 → 𝑣2 → 𝑣3



ضرب‌زنجیری‌ماتریس‌هاترتیب‌بهینه‌برای‌
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ماتریس‌هازنجیریضرب

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ردنکضربمنظوربهبهینهترتیبمی خواهیم.استشدهدادهزیرصورتبهماتریس.مسئله
رب هایضتعدادحداقلباراماتریس هااینبتوانیمکهگونه ایبهکنیم،پیداراماتریس هااین

.کنیمضربیکدیگردرممکن،

𝐴1 𝑑0 × 𝑑1 , 𝐴2 𝑑1 × 𝑑2 , ⋯ , 𝐴𝑘 𝑑𝑘−1 × 𝑑𝑘 , ⋯ , 𝐴𝑛 (𝑑𝑛−1 × 𝑑𝑛)
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مثال

است؟کدامزیرماتریس هایضرببرایترتیببهترین.س

۱روش.

𝐴20×2 × 𝐵2×30 × 𝐶30×12 × 𝐷12×8

𝐴20×2 𝐵2×30 𝐶30×12 𝐷12×8

×

×

×

20 × 2 × 30

20 × 30 × 12

20 × 12 × 8

10320

اتعداد کل ضرب ه

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

است؟کدامزیرماتریس هایضرببرایترتیببهترین.س

2روش.

𝐴20×2 × 𝐵2×30 × 𝐶30×12 × 𝐷12×8

𝐴20×2 𝐵2×30 𝐶30×12 𝐷12×8

×

×

×

20 × 2 × 30

20 × 30 × 8

30 × 12 × 8

8880
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

است؟کدامزیرماتریس هایضرببرایترتیببهترین.س

۳روش.

𝐴20×2 × 𝐵2×30 × 𝐶30×12 × 𝐷12×8

𝐴20×2 𝐵2×30 𝐶30×12 𝐷12×8

×

×

×
20 × 2 × 12

2 × 30 × 12

20 × 12 × 8

3120
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

است؟کدامزیرماتریس هایضرببرایترتیببهترین.س

4روش.

𝐴20×2 × 𝐵2×30 × 𝐶30×12 × 𝐷12×8

𝐴20×2 𝐵2×30 𝐶30×12 𝐷12×8

×

×

×

20 × 2 × 8

2 × 30 × 12

2 × 12 × 8

1232
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مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

است؟کدامزیرماتریس هایضرببرایترتیببهترین.س

۵روش.

𝐴20×2 × 𝐵2×30 × 𝐶30×12 × 𝐷12×8

𝐴20×2 𝐵2×30 𝐶30×12 𝐷12×8

×

×

×

20 × 2 × 8

30 × 12 × 8

2 × 30 × 8

3680
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بهینهپاسخ:مثال

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

است؟کدامزیرماتریس هایضرببرایترتیببهترین.س

4روش.

𝐴20×2 × 𝐵2×30 × 𝐶30×12 × 𝐷12×8

𝐴20×2 𝐵2×30 𝐶30×12 𝐷12×8

×

×

×

20 × 2 × 8

2 × 30 × 12

2 × 12 × 8

1232

حداقل تعداد ضرب ها

(𝐴20×2 × ((𝐵2×30× 𝐶30×12) × 𝐷12×8))

ترتیب بهینه
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کورکورانهالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

مسئله ییکدرممکنراه حل هایهمه یبررسیباکهالگوریتمی.کورکورانهالگوریتم
.می کندپیدارابهینهراه حلبهینه سازی،

ممکنراه حل هایتعدادبااستبرابرحداقل.کورکورانهالگوریتمپیچیدگی.

ضرببرایممکنروش هایتعداد.س𝑛است؟کدامماتریس

تعریف.𝑇(𝑛)=ضرببرایممکنروش هایتعداد𝑛ماتریس

𝑇 1 = 1, 𝑇 2 = 1, 𝑇 3 = 2, 𝑇 4 = 5, 𝑇 5 = 14,

𝑇 𝑛 =?
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ماتریسnضرببرایممکنهایروشتعداد

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ضرببرایممکنروش هایتعداد.س𝑛؟استکدامماتریس

تعریف.𝑇(𝑛)=ضرببرایممکنروش هایتعداد𝑛ماتریس

𝐴1𝐴2⋯𝐴𝑘 𝐴𝑘+1⋯𝐴𝑛−1𝐴𝑛

𝑇 𝑘 𝑇 𝑛 − 𝑘

𝑇 𝑛 = ෍

𝑘=1

𝑛−1

𝑇 𝑘 ∙ 𝑇 𝑛 − 𝑘

=
1

𝑛

2𝑛 − 2

𝑛 − 1

𝑛جمله  − ام در سری اعداد کاتالان1
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کاتالاناعداددنباله‌ی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

کاتالاناعداددنباله ی.

𝑇 𝑛 =
1

𝑛 + 1

2𝑛

𝑛

𝑁 𝑇(𝑁)

𝑇 𝑛 ≈
4𝑛

𝜋𝑛3
∈ O

4𝑛

𝑛1.5
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یادآوری:پویاریزیبرنامهالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

وسیله یبهبهینه سازیمسئله ییکحلمراحل𝐷𝑃.
بازگشتی؛خاصیتیکارائه ی
کوچک تر؛نمونه هایراه حلداشتنبابزرگ ترنمونه هایراه حلمقدارذخیره یومحاسبه
[حلوتقسیمالگوریتمیکازاستفادهبا]بهینهراه حلخودمحاسبه ی

تعریف.𝑀 𝑖 𝑗

𝑖ازایبه𝐴𝑗تا𝐴𝑖ماتریس هایضرببرایلازمضرب هایتعدادحداقل ≤ 𝑗

𝑀 𝑖 𝑖 = 0

بهینهراه حلمقدار.
𝑀 1 [𝑛]
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بازگشتیخاصیتیکارائه‌ی(1مرحله

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

محاسبه ی𝑀 𝑖 𝑗:

ضرببرایلازمضرب هایتعدادحداقل𝐴𝑖تا𝐴𝑘:

ضرببرایلازمضرب هایتعدادحداقل𝐴𝑘+1تا𝐴𝑗:

دومزیرمسئله یدراولزیرمسئله یضرببرایلازمضرب هایتعداد:

𝐴𝑖𝐴2⋯𝐴𝑘 𝐴𝑘+1⋯𝐴𝑗−1𝐴𝑗

𝑀 𝑖 [𝑘]

𝑀 𝑘 + 1 [𝑗]

𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗

𝑘 = 𝑖,… , 𝑗 − 1

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗

𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑖 𝑑𝑘−1 × 𝑑𝑘

𝑑𝑘 × 𝑑𝑘+1 𝑑𝑗−1 × 𝑑𝑗
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1 2 3 4 5 6 𝑀

1

2

3

4

5

6

بزرگبهکوچکازنمونه‌هاحل(2مرحله

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

مثال.𝑛 = 6

𝑀 2 5

= min
2≤𝑘≤5−1

𝑀 2 𝑘 + 𝑀 𝑘 + 1 5 + 𝑑1 × 𝑑𝑘 × 𝑑5

= min

𝑀 2 2 + 𝑀 3 5 + 𝑑1 × 𝑑2 × 𝑑5,

𝑀 2 3 +𝑀 4 5 + 𝑑1 × 𝑑3 × 𝑑5,

𝑀 2 4 + 𝑀 5 5 + 𝑑1 × 𝑑4 × 𝑑5

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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بزرگبهکوچکازنمونه‌هاحل(2مرحله

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

مثال.𝑛 = 6

1 2 3 4 5 6 𝑀

0 1

0 2

0 3

0 4

0 5

0 6

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗

1قطر  2قطر  3قطر  4قطر  0قطر 5قطر 
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

صفرقطرمحاسبه ی.

1 2 3 4 𝑀

0 1

0 2

0 3

0 4

for (int i = 1; i <= n; i++)

M[i][i] = 0;

𝑀 1 1 = 0

𝑀 2 2 = 0

𝑀 3 3 = 0

𝑀 4 4 = 0

𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

۱قطرمحاسبه ی.
𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100

1 2 3 4 𝑀

0 1

0 2

0 3

0 4

𝑀 1 2 = min
1≤k≤1

𝑀 1 1 + 𝑀 2 2 + 𝑑0𝑑1𝑑2

10k

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

۱قطرمحاسبه ی.

1 2 3 4 𝑀

0 10k 1

0 2

0 3

0 4

1k𝑀 2 3 = min
2≤k≤2

𝑀 2 2 + 𝑀 3 3 + 𝑑1𝑑2𝑑3

𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

۱قطرمحاسبه ی.

1 2 3 4 𝑀

0 10k 1

0 1k 2

0 3

0 4

5k

𝑀 3 4 = min
2≤k≤2

𝑀 3 3 +𝑀 4 4 + 𝑑2𝑑3𝑑4

𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

2قطرمحاسبه ی.

1 2 3 4 𝑀

0 10k 1

0 1k 2

0 5k 3

0 4

𝑀 1 3 = min
1≤k≤2

𝑀 1 𝑘 + 𝑀 𝑘 + 1 2 + 𝑑0𝑑𝑘𝑑3

= min
𝑀 1 1 +𝑀 2 3 + 𝑑0𝑑1𝑑3,

𝑀 1 2 + 𝑀 3 3 + 𝑑0𝑑2𝑑3

1.2k

𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

2قطرمحاسبه ی.

1 2 3 4 𝑀

0 10k 1.2k 1

0 1k 2

0 5k 3

0 4

3k𝑀 2 4 = min
2≤k≤3

𝑀 2 𝑘 + 𝑀 𝑘 + 1 4 + 𝑑1𝑑𝑘𝑑4

= min
𝑀 2 2 +𝑀 3 4 + 𝑑1𝑑2𝑑4,

𝑀 2 3 + 𝑀 4 4 + 𝑑1𝑑3𝑑4

𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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n)مثال = 4)

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

۳قطرمحاسبه ی.

1 2 3 4 𝑀

0 10k 1.2k 1

0 1k 3k 2

0 5k 3

0 4

2.2k

𝑀 1 4 = min
1≤k≤3

𝑀 1 𝑘 + 𝑀 𝑘 + 1 4 + 𝑑0𝑑𝑘𝑑4

= min

𝑀 1 1 +𝑀 2 4 + 𝑑0𝑑1𝑑4,

𝑀 1 2 + 𝑀 3 4 + 𝑑0𝑑2𝑑4,

𝑀 1 3 + 𝑀 4 4 + 𝑑0𝑑3𝑑4

𝑑0 = 10, 𝑑1 = 20, 𝑑2 = 50, 𝑑3 = 1, 𝑑4 = 100

𝑀 𝑖 𝑗 = min
𝑖≤𝑘≤𝑗−1

𝑀 𝑖 𝑘 +𝑀 𝑘 + 1 𝑗 + 𝑑𝑖−1 × 𝑑𝑘 × 𝑑𝑗
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بهینهترتیبمحاسبه‌یالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

اصلیقطرعناصرمحاسبه ی.

تا۱قطرعناصرمحاسبه ی𝑛 − 1.

مقداربرگرداندن𝑀 1 [𝑛]

for (int i = 1; i <= n; i++)

M[i][i] = 0;

for (int d = 1; d <= n - 1; d++)

Compute diagonal d

return M[1][n];
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dقطرعناصرمحاسبه‌ی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

قطر𝑑.
قطرعناصرتعداد𝑑بااستبرابر𝑛 − 𝑑

سطردرواقععنصرستونشماره𝑖قطراز𝑑بااستبرابر𝑖 + 𝑑

for (int i = 1; i <= n - d; i++)

{

M[i][j] = mini<=k<j (M[i][k] + M[k+1][j] + d[i-1]*d[k]*d[j]); 

P[i][j] = the value of k which gives the minimum;

}

𝑑تعداد عناصر قطر

j = i + d; 𝑑و قطر 𝑖شماره ستون عنصر سطر
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1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

بهینهترتیبمحاسبه‌یالگوریتم

public int min_mult (int n, int[] d, int[][] P)

{

int[][] M = new int[1..n][1..n];

for (int d = 1; d <= n - 1; d++) {

}

}

for (int i = 1; i <= n; i++)

M[i][i] = 0;

یمحاسبه قطر اصل

for (int i = 1; i <= n - d; i++)

{

j = i + d;

M[i][j] = mini<=k<j (M[i][k] + M[k+1][j] + d[i-1]*d[k]*d[j]);

P[i][j] = the value of k which gives the minimum;

}

𝑑محاسبه قطر 

return M[1][n]; نهبرگرداندن مقدار راه حل بهی
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بهینهترتیبمحاسبه‌یالگوریتم

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

زمانیپیچیدگیتحلیل.
شوندضرببایدکهماتریس هاییتعداد:ورودیاندازه ی.
حلقهداخلی تریندروندرگرفتهقراردستورالعمل:اصلیعمل.

𝑇 𝑛 = ෍

𝑑=1

𝑛−1

෍

𝑖=1

𝑛−𝑑

෍

𝑘=𝑖

𝑗−1

1 = ෍

𝑑=1

𝑛−1

෍

𝑖=1

𝑛−𝑑

𝑗 − 𝑖 = ෍

𝑑=1

𝑛−1

෍

𝑖=1

𝑛−𝑑

𝑑 = ෍

𝑑=1

𝑛−1

𝑑 𝑛 − 𝑑 =
𝑛 𝑛 − 1 𝑛 + 1

6
~
1

6
𝑛3
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بهینهراه‌حلمحاسبه‌ی(3مرحله

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ماتریس هاضرببرایبهینهترتیبمحاسبه ی.

𝑃

A
1
A
2
A
3
A
4
A
5
A
6

A
1
(A

2
A
3
A
4
A
5
A
6
)P[1][6] = 1

A
1
((A

2
A
3
A
4
A
5
)A

6
)P[2][6] = 5

A
1
(((A

2
A
3
A
4
)A

5
)A

6
)P[2][5] = 4

A
1
((((A

2
A
3
)A

4
)A

5
)A

6
)P[2][4] = 4

هترتیب بهین



رشته‌هاتراز‌بندی‌بهینه‌ی‌
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رشتهدوشباهت

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

؟هستندشبیهیکدیگربهچقدرزیررشته یدو.س

o c u r r a n c e -

o c c u r r e n c e

فاصله1عدم تطابق، 6

o c - u r r a n c e

o c c u r r e n c e

فاصله1عدم تطابق، 1

o c - u r r - a n c e

o c c u r r e - n c e

فاصله3عدم تطابق، 0

ocurrance occurrence
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ویرایشفاصله

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

کاربردها.
گفتارتشخیص
محاسباتیزیست شناسی

ویرایشفاصله.
فاصلههرازایبهجریمه𝛿،تطابقعدمهرازایبهجریمه𝛼𝑝𝑞

تطابق هاعدموفاصله هابهمربوطجریمه هایمجموع=هزینه

- C T G A C C T A C C T

C C T G A C - T A C A T

2𝛿 + 𝛼𝐶𝐴
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رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

رشته یدوبرایهزینهکمترینباترازبندییافتن.هدفXوY.

تعریف.OPT(i, j)=زیرزیررشته یدوکردنترازمنظوربههزینهحداقل:

 x1 x2 … xi
 y1 y2 … yj

 X = x1 x2 … xm
 Y = y1 y2 … ym
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رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

دادنتطبیق(۱حالتxiوyj
تطبیقهزینه یپرداختxiوyjزیررشته یدوکردنترازبرایهزینهحداقلعلاوهبه:

 x1 x2 … xi-1
 y1 y2 … yj-1

تطبیقعدم(الف2حالتxi
تطبیقعدمهزینه یپرداختxiزیررشته یدوکردنترازبرایهزینهحداقلعلاوهبه:

 x1 x2 … xi-1
 y1 y2 … yj

تطبیقعدم(ب2حالتyj
تطبیقعدمهزینه یپرداختyjزیررشته یدوکردنترازبرایهزینهحداقلعلاوهبه:

 x1 x2 … xi
 y1 y2 … yj-1 𝑂𝑃𝑇 𝑖, 𝑗 = min൞

𝛼𝑥𝑖𝑦𝑗 +𝑂𝑃𝑇 𝑖 − 1, 𝑗 − 1

𝛿 + 𝑂𝑃𝑇 𝑖 − 1, 𝑗

𝛿 + 𝑂𝑃𝑇 𝑖, 𝑗 − 1
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پویابرنامه‌ریزی:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

int Sequence-Alignment(String X, string Y, int m, int n, int delta, int[][] alpha)

{

for (i = 0; i <= m; i++)

M[i][0] = delta * i;

for (j = 0; i <= n; j++)

M[0][j] = delta * j;

for (i = 0; i <= m; i++)

for (j = 0; j <= n; j++)

M[i][j] = min(alpha[xi][yj] + M[i-1][j-1],

delta        + M[i-1][j  ],

delta        + M[i  ][j-1]);

return M[m][n];

}

𝑂𝑃𝑇 𝑖, 𝑗 = min൞

𝛼𝑥𝑖𝑦𝑗 +𝑂𝑃𝑇 𝑖 − 1, 𝑗 − 1

𝛿 + 𝑂𝑃𝑇 𝑖 − 1, 𝑗

𝛿 + 𝑂𝑃𝑇 𝑖, 𝑗 − 1
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پویابرنامه‌ریزی:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

حافظهوزمانیپیچیدگی.تحلیل

 𝑇 𝑚, 𝑛 ~ 𝑚𝑛

 𝑆 𝑚, 𝑛 ~ 𝑚𝑛

انگلیسیکلمات.

 𝑚,𝑛 ≤ 10

ژنتیکیرشته های.

 𝑚 = 𝑛 = 100,000

عملمیلیاردده:زمان

گیگابایتده:حافظه
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

؟نموداجتنابدومدرجهحافظه یمصرفازمی توانآیا.س

زماندرمی توانرابهینهراه حلمقداربله،.جO(𝑚𝑛)حافظه یوO(𝑚 + 𝑛)نمودمحاسبه.
سطرعناصر𝑖سطرعناصررویازتنها𝑖 − .هستندمحاسبهقابل1
نداردوجودبهینهراه حلخودمحاسبهبرایساده ایروشهیچصورت،ایندراما.

زماندربهینهترازبندی[۱۹7۵هیرشبرگ،].قضیهO(𝑚𝑛)حافظه یوO(𝑚 + 𝑛)

پویابرنامه ریزیوحلوتقسیمروشازهوشمندانهترکیبیک!
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ویرایشفاصلهگراف.
کنیدفرضf(i, j)0)رأسازمسیرکوتاه ترینبابرابر, ,i)رأسبه(0 j)باشد.

مشاهده:f(i, j) = OPT(i, j)

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ویرایشفاصلهگراف.
کنیدفرضf(i, j)0)رأسازمسیرکوتاه ترینبابرابر, ,i)رأسبه(0 j)باشد.

مشاهده:f(i, j) = OPT(i, j)

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

𝛿

𝛿
𝑎𝑥𝑖𝑦𝑗
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ویرایشفاصلهگراف.
کنیدفرضf(i, j)0)رأسازمسیرکوتاه ترینبابرابر, ,i)رأسبه(0 j)باشد.

می توانf(., j)هربرایراjزماندرO(mn)حافظه یوO(m+n)نمودمحاسبه.

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

𝑗
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ویرایشفاصلهگراف.
کنیدفرضg(i, j)رأسازمسیرکوتاه ترینبابرابر(i, j)رأسبه(m, n)باشد.

می توانg(i, j)0)نقشتعویضویالهاهمه یجهتکردنمعکوسبارا, ,m)با(0 n)نمودمحاسبه.

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

𝛿

𝛿

𝑎𝑥𝑖𝑦𝑗
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

ویرایشفاصلهگراف.
کنیدفرضg(i, j)رأسازمسیرکوتاه ترینبابرابر(i, j)رأسبه(m, n)باشد.

می توانg(., j)هربرایراjزماندرO(mn)حافظه یوO(m+n)نمودمحاسبه.

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

𝑗
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

۱مشاهده.
رأسازکهمسیرکوتاه ترینطول(i, j)بااستبرابرمی گذردf(i, j) + g(i, j)

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6
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خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

2مشاهده.
کنیدفرضqکهباشداندیسیf(q, n/2) + g(q, n/2)می کندکمینهرا.

0)ازمسیرکوتاه ترینصورتایندر, ,m)به(0 n)ازqمی گذرد.

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

𝑗

𝑞



87

خطیحافظهمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

با.تقسیمDPاندیسqکهگونه ایبهکنیدپیداراf(q, n/2) + g(q, n/2)می کندکمینهرا.

یزیررشتهدوxqوyn/2کنیدترازرا.

کنیدمحاسبهزیرمسئلهدوازیکهردررابهینهترازبندیبازگشتیصورتبه.حل.

0-0

i-j

m-n

𝜀

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝜀 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦5 𝑦6

𝑗

𝑞



88

خطیحافظه‌یمصرف:رشته‌هاترازبندی

1395-سید‌ناصر‌رضوی‌-برنامه‌ریزی‌پویا‌-تحلیل‌و‌طراحی‌الگوریتم‌ها‌

کنیدفرض.قضیهT(m, n)طول هایبهرشتهدورویبرالگوریتمایناجرایزمانحداکثرmوnصورتایندر.باشد

T(m, n) = O(mn)

اثبات.[رویبراستقراباn]

زمانO(mn)محاسبه یمنظوربهf(., n/2)وg(., n/2)اندیسیافتنوq.

زمانT(n/2, q) + T(m-q, n/2)بازگشتیصورتبهزیرمسئلهدوحلبرای.

ثابتcکهکنیدانتخابگونه ایبهرا:

پایهحالت های.m = nیا2 = 2

استقرافرضیه:T(m, n) <= 2cmn

𝑇 𝑚, 2 ≤ 𝑐𝑚
𝑇 2, 𝑛 ≤ 𝑐𝑛
𝑇 𝑚, 𝑛 ≤ 𝑐𝑚𝑛 + 𝑇 𝑞, Τ𝑛 2 + 𝑇(𝑚 − 𝑞, Τ𝑛 2)

𝑇 𝑚, 𝑛 ≤ 𝑇 𝑞, Τ𝑛 2 + 𝑇 𝑚 − 𝑞, Τ𝑛 2 + 𝑐𝑚𝑛
≤ 2𝑐𝑞 Τ𝑛 2 + 2𝑐 𝑚 − 𝑞 Τ𝑛 2 + 𝑐𝑚𝑛
= 𝑐𝑞𝑛 + 𝑐𝑚𝑛 − 𝑐𝑞𝑛 + 𝑐𝑚𝑛
= 2𝑐𝑚𝑛


