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مرورجدولنماد

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

کاراییتضمین.چالش

بیدرخت هایوسیاه-قرمزدرخت های،۳-2درخت های.ممکنراه حل های!
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۳-2درختهای
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۳-2درخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

می کندفراهمگرههردرراکلیددویایکذخیره یامکانکهجستجودرختیک:
2-فرزنددووکلیدیک:گره
۳-فرزندسهوکلیددو:گره
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گره-۳گره-2

Eکوچک تر از  Eبزرگ تر از 

Jو Eبین  ۳-2درخت هایخصوصیات.
می شودصعودیترتیببهگره هاپیمایشباعثدرختمیان ترتیبپیمایش:جستجوخاصیت.
استبرابرپوچپیوندهایتاریشهازمسیرهاهمه یطول:کاملتوازن.
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توازنکامل

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

استبرابرپوچپیوندهایتاریشهازمسیرهاهمه یطول.کاملتوازن.

درختارتفاع.
حالتبدترین:log2𝑁[گره-2نوعازگره هاهمه ی]
حالتبهترین:log3𝑁[گره-۳نوعازگره هاهمه ی]
20و۱2بین:گرهمیلیونیک
۳0و۱۹بین:گرهمیلیاردیک
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(تعریفبازگشتی)۳-2درخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

یااستتهییا۳-2جستجویدرختیک:

یکوکوچک ترکلیدهایبا۳-2درختیکبهچپپیوندیکاست،پیونددووکلیدیکباگره-2یکشامل
.بزرگ ترکلیدهایبا۳-2درختیکبهراستپیوند

یککوچک تر،کلیدهایبا۳-2درختیکبهچپپیوندیکاست،پیوندسهوکلیددوباگره-۳یکشامل
با۳-2درختیکبهراستپیوندیکوریشهکلیددوبینکلیدهاییبا۳-2درختیکبهمیانیپیوند

.بزرگ ترکلیدهای

.۳-2درخت جستجوی .تعریف
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درختجستجویچندطرفه

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

طرفهچندجستجویدرخت.
داردفرزنددوحداقلداخلیگرههرآندرکهجستجودرختیک.

22
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۳-2ارتفاعدرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

شامل۳-2درختیکارتفاع𝑁،می کندصدقزیررابطه یدرهموارهکلید:

هستندگره-2نوعازداخلیگره هایهمه ی:حالتبدترین.
هستندگره-۳نوعازداخلیگره هایهمه ی:حالتبهترین.

با۳-2درختیکدرجستجووحذف،درجهزینه ی.نتیجه𝑁بااستبرابرکلیدO(log𝑁).

log3𝑁 ≤ ℎ 𝑁 ≤ log2𝑁
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E  JE  J

۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

درختانتهایدرگره-2یکدردرج(۱حالت.
کن؛جستجورانظرموردکلیدمکان
2-کنجایگزینگره-۳یکباراشدهیافتهگره.

H L P

R

M

A  C S  X

𝐾Mدرج 

L
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

H P

R

M 𝐾Mدرج 

K  L

E  JE  J

A  C S  X

درختانتهایدرگره-2یکدردرج(۱حالت.
کن؛جستجورانظرموردکلیدمکان
2-کنجایگزینگره-۳یکباراشدهیافتهگره.
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید

H L P

R

M

E  J

A  C S  X

𝑍Mدرج 

R

S  X
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R

M

۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

H L P

E  J

𝑍درج 

S  X  ZA  C

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

H L P

M 𝑍Mدرج 

S Z

E  J

A  C

R  X

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

𝐿درج 

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید

S  XA  C H  PH  P

E  R
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

𝐿درج 

S  XA  C H  PH  P

E  RE  R

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

𝐿درج 

H  L  P

E  R

S  X

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید

A  C
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۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

𝐿درج 

H PA  C

E  L  R

S  X

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید



18

۳-2درجدردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

𝐿درج 

H P

L

E R

ابدمی یارتفاع درخت یک واحد افزایش 

S  XA  C

درختانتهایدرگره-۳یکدردرج(2حالت.
کن؛ایجادگره-4یکموقتطوربهوکناضافهگره-۳بهرانظرموردکلید
[تقسیم].کنمنتقلپدرگرهبهراشدهایجادگره-4درمیانیکلید
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۳-2ایجاددرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

کنیددرج۳-2درختیکدرراستبهچپازترتیببهرازیرکلیدهای.تمرین.

S E A R C H X P L
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۳-2پیادهسازیدرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

دلیلبهاست،پیچیده۳-2درختمستقیمپیاده سازی:
گره هاازمختلفیانواعداشتن.
حذفودرججستجو،عملیاتحیندرگرههردرمقایسهچندینبهنیاز.
گره ها-4کردنتقسیماثردردرختدررفتنبالابهنیاز.
تقسیمبرایمتعددحالت هایوجود.

داردوجودنیزبهتریروشامااست،ممکن۳-2درخت هایمستقیمپیاده سازی.نتیجه!



سیاه-درختهایقرمز
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(چپمایل)سیاه-درختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

دودوییجستجویدرختصورتبه۳-2درخت هاینمایش.
گره ها-۳نمایشبرایچپبهمایلقرمزپیوندهایازاستفاده.

سیاهمربوطه-درختقرمز۳-2درخت
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(چپمایل)سیاه-تعریفدرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

کهطوریبهدودوییجستجویدرختیک.مایلچپسیاهقرمزدرخت:
باشدداشتهداشتهقرمزپیونددونمی تواندگره ایهیچ.
استبرابرپوچپیوندهایبهریشهازمسیرهاتمامدرسیاهپیوندهایتعداد.
باشندمایلچپسمتبهمی توانندتنهاقرمزپیوندهای.

M

L

R

C

P

H

A

X

S

J

E

لارتفاع سیاه کام
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سیاه-پیادهسازیدرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

رنگبهمربوطاطلاعاتمی توانپیاده سازیدردارد،پدرشباپیوندیکتنهاگرههرکهآنجااز
:نمودذخیرهگره هاخوددرراپیوندها

پدرباقرمزپیونددارای:قرمزگره
پدرباسیاهپیونددارای:سیاهگره

M

L

R

C

P

H

A

X

S

J

E

گره قرمز

اهگره سی
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سیاه-قرمزدرخت هایو۳-2درخت هایمیانیکبهیکتناظر.کلیدیویژگی.

۳-2سیاهبادرخت-ارتباطدرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

M

L

R

C

P

H

A

X

S

J

E

M

L

R

C PHA XS

JE

H L P

R

M

E J

A C S X
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۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

سیاه-جستجودردرختقرمز

استدودوییجستجویدرختدرجستجوماننددقیقاًسیاه-قرمزدرختدرجستجو.مشاهده!
استسریع تردرخت،بودنمتوازن تردلیلبهاما.

public Value get(Key key) 

{

Node x = root;

while (x != null) 

{

int cmp = key.compareTo(x.key);

if      (cmp <  0) x = x.left;

else if (cmp > 0 ) x = x.right;

else if (cmp == 0) return x.value;   

}

return null;

}

M

L

R

C

P

H
A

X

S

J

E

استدودوییجستجویدرختمانندنیزسیاه-قرمزدرختدیگرعملیاتازبسیاری.توجه.
[غیرهوانتخابسقف،وکفیافتنمانند]
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پیادهسازیدرجاوا

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

گره هادرپیوندهارنگگرفتننظردر.

private class Node 

{

Key key;

Value value;

Node left, right;

}

private static final boolean RED   = true;

private static final boolean BLACK = false;

boolean color; // color of link to parent

private boolean isRed(Node x) 

{

if (x == null) return false;

return x.color == RED;

} تندپیوندهای پوچ سیاه هس
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سیاه-عملیاتابتداییدردرختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

مایلچپپیوندبهمایلراستپیوندتغییر.چپ گرددوران.

.دوران چپ گرد خاصیت جستجو و توازن کامل را حفظ می کند. توجه

E

S

Less 

than E

between

E and S

greater

than S

h

x

(قبل)دوران چپ  private Node rotateLeft (Node h) 

{

assert isRed(h.right);

Node x = h.right;

h.right = x.left;

x.left = h;

x.color = h.color;

h.color = RED;

return x;

}
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سیاه-عملیاتابتداییدردرختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

مایلچپپیوندبهمایلراستپیوندتغییر.چپ گرددوران.

S

E

greater

than S

less

than E

between

E and S

x

h

(بعد)دوران چپ  private Node rotateLeft (Node h) 

{

assert isRed(h.right);

Node x = h.right;

h.right = x.left;

x.left = h;

x.color = h.color;

h.color = RED;

return x;

}

.دوران چپ گرد خاصیت جستجو و توازن کامل را حفظ می کند. توجه
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سیاه-عملیاتابتداییدردرختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

مایلراستپیوندبهمایلچپپیوندتغییر.راست گرددوران.

.خاصیت جستجو و توازن کامل را حفظ می کندراست گرد دوران . توجه

private Node rotateRight(Node h) 

{

assert isRed(h.left);

Node x = h.left;

h.left  = x.right;

x.right = h;

x.color = h.color;

h.color = RED;

return x;

}

S

E

greater

than S

less

than E

between

E and S

h

x

(قبل)دوران راست 
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سیاه-عملیاتابتداییدردرختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

مایلراستپیوندبهمایلچپپیوندتغییر.راست گرددوران.

.خاصیت جستجو و توازن کامل را حفظ می کندراست گرد دوران . توجه

private Node rotateRight(Node h) 

{

assert isRed(h.left);

Node x = h.left;

h.left  = x.right;

x.right = h;

x.color = h.color;

h.color = RED;

return x;

}

E

S

Less 

than E

between

E and S

greater

than S

x

h

(بعد)دوران راست 
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سیاه-عملیاتابتداییدردرختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

گره-4یکتقسیممنظوربه.رنگوارونه سازی.

.خاصیت جستجو و توازن کامل را حفظ می کندوارونه سازی رنگها . توجه

(لقب)وارونه سازی رنگها  private void flipColors(Node h) 

{

assert !isRed(h);

assert  isRed(h.left);

assert  isRed(h.right);

h.color = RED;

h.left.color  = BLACK;

h.right.color = BLACK;

}

E

S

between

E and S

greater

than S

h

A

less

than A

between

A and E
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سیاه-عملیاتابتداییدردرختهایقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

گره-4یکتقسیممنظوربه.رنگوارونه سازی.

(بعد)وارونه سازی رنگها 

E

S

between

E and S

greater

than S

h

A

less

than A

between

A and E

private void flipColors(Node h) 

{

assert !isRed(h);

assert  isRed(h.left);

assert  isRed(h.right);

h.color = RED;

h.left.color  = BLACK;

h.right.color = BLACK;

}

.خاصیت جستجو و توازن کامل را حفظ می کندوارونه سازی رنگها . توجه
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۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

کلیات:سیاه-درجدردرختقرمز

ابتداییعملیاتکارگیریبهبا۳-2درخت هایباتناظرحفظ.اصلیاستراتژی.

E

R

A S

E

R

A S

C

E

R

S

A

C

E

A R S

E

A C R S

Cدرج 

Cاینجا درج می شود

پیوند قرمز 
راست مایل
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درجدریکدرختتکگرهای

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

a

b

b

b

a

a

a

b

وندجستجو در این پی
دپوچ خاتمه می یاب

پیوند قرمز به گره
لجدید بیانگر تبدی

گره است-3گره به -2

وندجستجو در این پی
دپوچ خاتمه می یاب

ند گره جدید را با یک پیو
کنقرمز به گره پدر متصل

ه انجام دوران چپ گرد ب
گره -3منظور تولید یک 

معتبر

کوچکتر(1) بزرگتر(2)
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سیاه-درجدردرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

درختپاییندرگره-2یکدردرج.۱حالت.
کنقرمزراجدیدپیوندبده؛انجامدودوییجستجویدرختدرمعمولیدرجیک.
بدهانجامگردچپدوراناست،مایلراستجدیدپیونداگر.

E

R

A S

E

R

A S

C

E

R

C S

A
C اینجا

درج می شود
پیوند قرمز 
راست مایل

E

A R S

E

A C R S
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۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

درجدریکدرختدوگرهای

a

b وندجستجو در این پی
دپوچ خاتمه می یاب

وارونه سازی 
هبه رنگ سیا

ca

b
د گره جدید با پیون

قرمز به درخت 
وصل می شود

ca

b

b

c

وندجستجو در این پی
دپوچ خاتمه می یاب

وارونه سازی 
به رنگ سیاه

ca

b

د گره جدید با پیون
قرمز به درخت 
وصل می شود

ca

b

b

c

a

b

دوران یافته
به راست

a

c
وندجستجو در این پی
دپوچ خاتمه م  یاب

c

b

a د قرمزگره جدید با پیون

b

c

a

b

پدوران یافته به چ

بزرگتر(1) کوچکتر(2) مابین(3)
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درجدریکدرختدوگرهای

b

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی



39

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

سیاه-درجدردرختقرمز

درختپاییندرگره-۳یکدردرج.2حالت.
کنقرمزراجدیدپیوندبده؛انجامدودوییجستجویدرختدرمعمولیدرجیک.

بدهدورانتوازنبرقراریبرایراشدهایجادگره-4نیازصورتدر.

بدهانتقالبالابهسطحیکراقرمزپیوندرنگها،وارونه سازیبا.

کنتبدیلمایلچپپیوندبهرامایلراستپیونددوران،یکبانیازصورتدر.

E

R
S

A

c

E

S

A

c

H
R

E

R

A

c
H S

E

R

A

c
H S

A

c H
SE

R

Hدرج
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سیاه-درجدردرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

A

c

SE

R

H

M

Pدرج

A

c

SE

R

H

M

P

A

c

SE

R

H

M

P

A

c

S

R

M

PE

H

A

c

R

M

E

H P S

A

c

R

M

E

H P S

یوندجستجو در این پ
دمی یابپوچ خاتمه 

هر دو فرزند قرمز
(وارونه سازی رنگها)

زپیوند راست قرم
(چپ گرددوران ) یدو پیوند قرمز متوال

(راست گرددوران )

هر دو فرزند قرمز
(وارونه سازی رنگها)



41

(دمو)سیاه-درجدردرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
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پیادهسازیدرجاوا:سیاه-درجدردرختقرمز

private Node put(Node h, Key key, Value value)  

{

if (h == null) return new Node(key, value, RED);

int cmp = key.compareTo(h.key);

if      (cmp < 0)  h.left  = put(h.left,  key, value);

else if (cmp > 0)  h.right = put(h.right, key, value);

else if (cmp == 0) h.value = value; 

if (isRed(h.right) && !isRed(h.left))      h = rotateLeft(h);

if (isRed(h.left)  &&  isRed(h.left.left)) h = rotateRight(h);

if (isRed(h.left)  &&  isRed(h.right))     h = flipColors(h);

return h;

}

if (h == null) return new Node(key, value, RED);

if (isRed(h.right) && !isRed(h.left))      h = rotateLeft(h);

if (isRed(h.left)  &&  isRed(h.left.left)) h = rotateRight(h);

if (isRed(h.left)  &&  isRed(h.right))     flipColors(h);

مایل به چپ کردن
گره-4متوازن کردن 
گره-4تقسیم کردن 

𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡
𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑒

𝑙𝑒𝑓𝑡
𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑒

𝑓𝑙𝑖𝑝
𝑐𝑜𝑙𝑜𝑟𝑠

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
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سیاه-درجدردرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

صعودیترتیببهکلید2۵۵درج.
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سیاه-درجدردرختقرمز

نزولیترتیببهکلید2۵۵درج.

۱۳۹۱-ساختماندادهها-سیدناصررضوی ۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
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سیاه-درجدردرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

تصادفیترتیببهکلید2۵۵درج.
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سیاه-توازندردرختقرمز

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

2بابرابرحالتبدتریندرسیاهقرمزدرختیکارتفاع.گزارهlg𝑁است.

اثبات.
استبرابرسیاهپیوندهایتعدادپوچ،پیوندهایتاریشهازمسیرهاهمه یدر.
نیستمجازسرهمپشتقرمزپیونددو.



Bدرختهای
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Bدرختهای

درختB.حداکثرذخیره سازیامکانبا۳-2درخت هایازتعمیمیM – .گرههردرکلید1

داردوجودکلیددوحداقلریشهدر.

حداقلدیگرگره هایدرM / .داردوجودکلید2

می شوندذخیرهخارجیگره هایدرکلیدها.

هستندجستجوفرآیندهدایتمنظوربهکلیدهاازکپی هاییبرگیرنده یدرداخلیگره های.

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
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Bدرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

(M = 6)آناتومی یک درخت بی 

K*

HD* UQK

CB* FED JIH PONMK TRQ YXWU

گره-2

کلید نگهبانگره داخلی-3

گره خارجی-3 (رپ)گره خارجی -5 گره خارجی-4
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Bجستجودردرخت

K*

HD* UQK

CB* FED JIH PONMK TRQ YXWU

این پیوند را دنبال کن زیرا کلید
E و *بین کلیدهایKقرار دارد

کنشروعریشهاز.

کندنبالراآنبهمربوطپیوندوپیداراجستجوموردکلیدبازه ی.

می پذیردپایانخارجیکلیدهایدرجستجو.

این پیوند را دنبال کن زیرا کلید
E و *بین کلیدهایKقرار دارد

بگردEدر این گره خارجی به دنبال 

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
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Bدرجدردخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

کنجستجونظرموردکلیدمکانیافتنمنظوربهرادرخت.

کندرجشدهیافتهمکاندرراجدیدکلید.

کنتقسیمریشهبهرسیدنتاراپرگره های.

UQKH*

FECB* JIH PONMK TRQ XWU

Aدرج کلید 
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۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
FEC

Bدرجدردخت

UQKH*

FECB* JIH PONMK TRQ XWU

UQKH*

FECBA* JIH PONMK TRQ XWU

UQKHC*

BA* JIH PONMK TRQ XWU

باعث سرریز Aکلید جدید 
می گرددو تقسیم این گره 
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FEC

Bدرجدردخت

UQKHC*

BA* JIH PONMK TRQ XWU

باعث سرریز Cکلید جدید 
می گرددو تقسیم این گره 

K*

HC* UQK

BA* FEC JIH PONMK TRQ YXWU

ود می شتقسیم ریشه باعث 
جدید ایجاد شودریشه ی یک 

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی
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Bتوازندردرخت

۱۳۹۵-ساختماندادهها-سیدناصررضوی

درختیکدردرجیاجستجوعملیکانجاممنظوربهشدهبررسیگره هایتعداد.گزاره𝐵با𝑁

logوlog𝑀−1𝑁بین𝑀مرتبهازوکلید Τ𝑁 2𝑀است.

دارای(ریشهجزبه)داخلیگره هایهمه ی.اثبات𝑀/2تا𝑀 − .هستندپیوند1

است4بابرابرحداکثرشدهبررسیگره هایتعداد:عملدر.

کننگهداریاصلیحافظهدرراریشهگرهبهمربوطصفحه یهمیشه:بهینه سازی.

M = 1024,

N = 62 billion 


