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۱۳۹۷
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فهرست مطالب

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

رگرسیون.
متغیرهچندومتغیرهتکخطیرگرسیون

کاهشیگرادیان.

نرمالمعادله.

محلیوزن دهیبارگرسیون.

رگرسیوناحتمالاتیتفسیر.

درست نماییبیشترینتخمین.



رگرسیون خطی تک متغیره
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قیمت گذاری خانه
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2200

شدهنظارتیادگیری.
شدهداده«درستپاسخ»آموزشی،نمونههرازایبه

.است

رگرسیون.

مانند).پیوستهمقادیرباکمیت هاییپیش بینی
(خانهیکقیمت

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 
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شناسایی اشیا: رگرسیون

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 
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مکان یابی به عنوان رگرسیون

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

CNN

64.1
25.6

245.2
184.5

80.0
20.0

240.0
240.0

یپیش‌بین

مقادیر‌درست

مجموع‌
مربعات
خطا



۷

نمادگذاری

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

(  فوت مربع)متراژ 
(𝑥)

(  دلار1000در )قیمت 
(𝑦)

2۱04460

۱4۱62۳2

۱5۳4۳۱5

852۱۷8

......

آموزشیمجموعه 

نمادها.
𝑚=آموزشینمونه هایتعداد
𝑥=ویژگی ها،«ورودی»متغیر
𝑦=هدف»متغیر،«خروجی»متغیر»

𝑚 = 4۷

(𝑥,𝑦): آموزشینمونه یک

(𝑥 𝑖 ,𝑦 𝑖 اُم𝑖آموزشینمونه :(
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بازنمایی مدل

آموزشیمجموعه  

ریالگوریتم یادگی

ℎ اندازه خانهیقیمت تخمین

𝑦𝑥 فرضیه

ℎ ∶ 𝑥 → 𝑦

.ℎفرضیهنمایش

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥

𝑥

𝑦

تک متغیرهخطیرگرسیون 

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



تابع هزینه



۱0

(  دلار1000در )قیمت (  فوت مربع)متراژ 

2۱04460

۱4۱62۳2

۱5۳4۳۱5

852۱۷8

......

ارزیابی فرضیه

آموزشیمجموعه 

ℎ𝜃(𝑥):  فرضیه = 𝜃0 + 𝜃1𝑥

𝜃0):  پارامترها , 𝜃1)

مقدار پارامترها را چگونه باید انتخاب نمود؟. س

𝑚 = 4۷

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



۱۱

ارزیابی فرضیه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃0 + 𝜃1𝑥

0

1

2

3

0 1 2 3

0

1

2

3

0 1 2 3

0

1

2

3

0 1 2 3

𝜃0 = 1.5
𝜃1 = 0

𝜃0 = 0
𝜃1 = 0.5

𝜃0 = 1
𝜃1 = 0.5

𝒉(𝒙) = 𝟏. 𝟓 + 𝟎𝒙 𝒉(𝒙) = 𝟎 + 𝟎. 𝟓𝒙 𝒉(𝒙) = 𝟏 + 𝟎. 𝟓𝒙



۱2

ارزیابی فرضیه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃0+ 𝜃1𝑥
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𝒉(𝒙) = 𝟏. 𝟓

کدام فرضیه بهتر است؟. س

𝜃0 = 1.5
𝜃1 = 0

𝜃0 = 0
𝜃1 = 1

𝜃0 = 1
𝜃1 = 1



۱۳

مانندآموزشینمونههرازایبهکهگونه ایبهپارامترهاانتخاب.ایده𝑥,𝑦،مقدارℎ𝜃(𝑥)حدتا
.باشدنزدیک𝑦مقداربهممکن

خطامربعاتمجموع.هزینهتابع.

هدف.

تابع هزینه

𝑥

𝑦

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃0+ 𝜃1𝑥

𝐽 𝜃0, 𝜃1 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

minimize
𝜃0,𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1

ℎ𝜃 𝑥 𝑖

𝑥 𝑖

𝑦 𝑖

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



۱4

θ0)تابع هزینه ساده شده  = 0)

𝐽 𝜃0, 𝜃1 = 1
2෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

= 1
2෍

𝑖=1

𝑚

𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2
= 1

2 02 + 02 + 02 = 0

𝐽 1 = 0

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 
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𝑥

𝑦

𝒉(𝒙) = 𝒙
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-0/5 0 0/5 1 1/5 2 2/5

𝜃1

𝐽(𝜃1)

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃1)

𝜃1 = 1



۱5

𝐽 0.5 = 1
2 0.52 + 1.02 + 1.52 = 1

2 3.5 = 1.75

0

1

2

3

0 1 2 3

تابع هزینه

𝑥

𝒉(𝒙) = 𝟎. 𝟓𝒙

0
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-0/5 0 0/5 1 1/5 2 2/5

𝜃1

𝐽(𝜃1)

0.5

1.0

1.5

1 0.5 

𝑦

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃1𝑥

𝐽 0.5 = 1.75

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝐽(𝜃1)
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تابع هزینه

h (x) = 0

0
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𝜃1

𝐽(𝜃1)1 0 

1.0

2.0

3.0

𝑥

𝑦

ℎ𝜃(𝑥) = 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃1)

𝐽 0 = 1
2 1.02 + 2.02 + 3.02 = 1

2 14 = 7.0 𝐽 0 = 7.0

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



۱۷

0
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-0/5 0 0/5 1 1/5 2 2/5

تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝜃1

𝐽(𝜃1)

minimize
𝜃1

𝐽(𝜃1)

𝜃1 = 1



۱8

رگرسیون خطی تک متغیره

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

فرضیه.

پارامترها.

هزینهتابع.

هدف.

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥

𝜃0, 𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1 =
1

2
෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

minimize
𝜃0,𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1



۱۹

قیمت گذاری خانه: مثال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 
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ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥
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تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



2۱

تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 
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منحنی کانتور: تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



2۳

منحنی کانتور: تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)
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منحنی کانتور: تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)
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منحنی کانتور: تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



گرادیان کاهشی



2۷

مسئله

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

هزینهتابع.

هدف.

روشکلیات.
پارامترهایبرایتصادفیاولیهمقداریکباθ0وθ1[صفرمقدارمثلاً].کنشروع

هزینهتابعمقدارکهبدهتغییرگونه ایبهراپارامترهامقدارJ(θ0, θ1)یابدکاهش.
[همگرایی].برسیمهزینهتابعبرایکمینهمقداریکبهتاکنتکرارقدرآنرابالاعمل

minimize
𝜃0,𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1
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بهینه سراسری: گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝐽 𝜃0, 𝜃1

𝜃0 𝜃1



2۹

بهینه محلی: گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝐽 𝜃0, 𝜃1

𝜃0 𝜃1



۳0

الگوریتم گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

repeat until convergence {

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃0, 𝜃1 (for 𝑗 = 0 and 𝑗 = 1)

}

همزمانطوربهپارامترهامقدارروزرسانیبه.درستپیاده سازی

نرخ‌یادگیری
ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥

Δ𝜃0 ≔ −𝛼 𝜕
𝜕𝜃0

𝐽 𝜃0, 𝜃1

Δ𝜃1 ≔ −𝛼 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1

𝜃0 ≔ 𝜃0 + Δ𝜃0

𝜃1 ≔ 𝜃1 + Δ𝜃1



۳۱

الگوریتم گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ترتیبیطوربهپارامترهامقدارروزرسانیبه.نادرستپیاده سازی

𝜃0 ≔ 𝜃0 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃0

𝐽 𝜃0, 𝜃1

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1

repeat until convergence {

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃0, 𝜃1 (for 𝑗 = 0 and 𝑗 = 1)

} نرخ‌یادگیری
ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥



۳2

گرادیان: الگوریتم گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

تشیب‌مثب

𝜃1𝜃1

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃1

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 ≥ 0
≥0

𝐽(𝜃1)



۳۳

گرادیان: الگوریتم گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

یشیب‌منف

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃1

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 ≤ 0
≤0

𝜃1 𝜃1

𝐽(𝜃1)



۳4

نرخ یادگیری: الگوریتم گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

شدخواهدهمگراکندیبهکاهشیگرادیانباشد،کوچکحدازبیشیادگیرینرخاگر.

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃1
𝐽(𝜃1)

𝜃1



۳5

نرخ یادگیری: الگوریتم گرادیان کاهشی

یاوودشهمگراکندیبهاستممکنکاهشیگرادیانباشد،بزرگحدازبیشیادگیرینرخاگر
.شودواگراحتی

ندهمگرایی‌ک واگرایی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



۳6

همگرایی: الگوریتم گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

پارامترمقدارکهزمانی.همگراییθ1بگیردقرارمحلیکمینهیکدر.

یکمینه‌محل
رصف

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃1

𝐽(𝜃1)

𝜃1



کاربرد گرادیان کاهشی در رگرسیون خطی



۳8

repeat until convergence {

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃0, 𝜃1 (for 𝑗 = 0 and 𝑗 = 1)

}

گرادیان کاهشی و رگرسیون خطی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

خطیرگرسیون.

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥𝐽 𝜃0, 𝜃1 = 1
2෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2



۳۹

گرادیان تابع هزینه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝜕
𝜕𝜃𝑗

𝐽 𝜃0, 𝜃1 = 𝜕
𝜕𝜃𝑗

1
2
෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2
= 𝜕

𝜕𝜃𝑗

1
2
෍

𝑖=1

𝑚

𝜃0 + 𝜃1𝑥
𝑖 − 𝑦 𝑖

2

𝑗 = 0 ⇒ 𝜕
𝜕𝜃0

𝐽 𝜃0, 𝜃1 = ෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖

𝑗 = 1 ⇒ 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1 = ෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 ∙ 𝑥 𝑖
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گرادیان کاهشی و رگرسیون خطی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

repeat until convergence {

𝜃0 ≔ 𝜃0 − 𝛼σ𝑖=1
𝑚 ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖

𝜃1 ≔ 𝜃1 − 𝛼σ𝑖=1
𝑚 ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 ∙ 𝑥 𝑖

}

به‌روزرسانی‌همزمان



4۱

گرادیان کاهشی و رگرسیون خطی

ورتصدرکاهشیگرادیاننتیجهدرواستکوژتابعیکهزینهتابعخطیرگرسیوندر.توجه
.می شودهمگراسراسریبهینه یدرلزوماًهمگرایی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 
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گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



4۳

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)
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گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



45

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



46

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



4۷

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



48

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



4۹

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



50

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 𝐽(𝜃0, 𝜃1)



5۱

گرادیان کاهشی دسته ای

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

انیرسروزبهبرایآموزشینمونه هایتمامازالگوریتم،تکرارهردر.دسته ایکاهشیگرادیان
.می شوداستفادهپارامترهامقدار

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃 (for 𝑗 = 0 and 𝑗 = 1)

𝑗 = 0 ⇒ 𝜕
𝜕𝜃0

𝐽 𝜃0, 𝜃1 =෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖

𝑗 = 1 ⇒ 𝜕
𝜕𝜃1

𝐽 𝜃0, 𝜃1 = ෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 ∙ 𝑥 𝑖



52

( آنلاین)گرادیان کاهشی اتفاقی 
دفییک‌نمونه‌تصابه‌روز‌رسانی‌در‌هر‌تکرار‌با‌استفاده‌از‌

انواع گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

با دسته های کامل گرادیان کاهشی 

گرادیان کاهشی با دسته های کوچک 

تمام‌نمونه‌هابه‌روز‌رسانی‌در‌هر‌تکرار‌با‌استفاده‌از‌

از‌نمونه‌هاادفی‌یک‌دسته‌کوچک‌تصبه‌روز‌رسانی‌در‌هر‌تکرار‌با‌استفاده‌از‌



5۳

گرادیان کاهشیالگوریتم : یادآوری

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝜃0

𝜃1

𝜃مقدار‌اولیه‌

خلاف‌جهت‌گرادیان

𝜃𝑗 = 𝜃𝑗 − 𝛼
𝜕𝐽

𝜕𝜃𝑗



54

الگوریتم گرادیان کاهشی: یادآوری

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 



رگرسیون خطی چند متغیره



56

(یک ویژگی)رگرسیون تک متغیره 

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ویژگییکباخطیرگرسیون.

(فوت مربع)متراژ 
𝑥

(دلار1000)قیمت 
𝑦

2۱04460

۱4۱62۳2

۱5۳4۳۱5

852۱۷8

......

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥



5۷

(چند ویژگی)رگرسیون چند متغیره 

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

ویژگیچندباخطیرگرسیون.

متراژ 
(فوت مربع)

𝑥1

تعداد اتاق 
خواب ها
𝑥2

تعداد 
طبقات
𝑥3

سن خانه
(سال)

𝑥4

قیمت 
(دلار1000)

𝑦

2۱045۱45460

۱4۱6۳2402۳2

۱5۳4۳2۳0۳۱5

8522۱۳6۱۷8

...............

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 + 𝜃3𝑥3 + 𝜃4𝑥4



58

نمادها.
𝑛ویژگی هاتعداد

𝑥 𝑖درورودی ها𝑖آموزشینمونهامین

𝑥𝑗
𝑖ویژگیمقدار𝑗درام𝑖آموزشینمونهامین

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

(چند ویژگی)رگرسیون چند متغیره 

متراژ 
(فوت مربع)

𝑥1

تعداد اتاق 
خواب ها
𝑥2

تعداد 
طبقات
𝑥3

سن خانه
(سال)

𝑥4

قیمت 
(دلار1000)

𝑦

2۱045۱45460

۱4۱6۳2402۳2

۱5۳4۳2۳0۳۱5

8522۱۳6۱۷8

...............

𝑚

𝑛

14163240

𝑥(2) =

1416
3
2
40

یتعداد‌نمونه‌های‌آموزش

𝑥1
(2)

𝑥3
(2)



5۹

فرضیه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

متغیرهتکخطیرگرسیون.

𝑥 =

𝑥0 = 1
𝑥1
⋮
𝑥𝑛

𝜃 =

𝜃0
𝜃1
⋮
𝜃𝑛

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃𝑇𝑥

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 +⋯+ 𝜃𝑛𝑥𝑛

متغیرهچندخطیرگرسیون.

می کنیمتعریفسادگی،برای𝑥0 = 1



گرادیان کاهشی در رگرسیون خطی چند متغیره



6۱

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

فرضیه.

repeat until convergence {

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃

}

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃𝑇𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥1 + 𝜃2𝑥2 +⋯+ 𝜃𝑛𝑥𝑛

𝜃 = 𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑛

𝐽 𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑛 = 1
2෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

𝜕
𝜕𝜃𝑗

𝐽 𝜃 =෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 ∙ 𝑥𝑗
𝑖

پارامترها.

هزینهتابع.



مقیاس بندی ویژگی ها
تعیین نرخ یادگیری

ترفندهای عملی در رگرسیون چند متغیره



6۳

(نرمال سازی)مقیاس بندی ویژگی ها 

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

دارندقرارمشابهمقیاسیکدرویژگی هامقادیرکهاینازاطمینان.ایده.
کاهشیگرادیاندرهمگراییسرعتافزایش.هدف.
مثال.

𝑥1:(2000تا0)خانهاندازه
𝑥2:(5تا۱)هاخواباتاقتعداد

𝜃1 𝜃1

𝜃2

𝜃2

𝐽 𝜃

𝐽 𝜃



64

𝑥𝑗 =
𝑥𝑗 − 𝜇𝑗

𝜎𝑗

مقیاس بندی ویژگی ها

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

داردقرار+۱تا-۱بازهازکوچکیضریبدرویژگیهرمقدار.مقیاس بندی.

میانگین

انحراف‌معیار

مثال.

میانگیننرمال سازی.

𝑥1 =
𝑠𝑖𝑧𝑒−1000

2000
−0.5 ≤ 𝑥1 ≤ 0.5

𝑥2 =
# 𝑏𝑒𝑑𝑟𝑜𝑜𝑚𝑠−2

5
−0.5 ≤ 𝑥2 ≤ 0.5



65

گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

کاهشیگرادیان.

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃𝑗

𝐽 𝜃

د؟می کنعملدرستیبهکاهشیگرادیانشدمطمئنمی توانچگونه.س

چیست؟یادگیرینرخبرایمناسبمقدار.س



66

عملکرد صحیح برای گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

همگراییآزمایش.
مقداراگرJ(θ)استدادهرخهمگراییکند،تغییر۱0-۳ازکمتراندازه ایبهتکراریکدر.

0 100 200 300 400

تعداد‌تکرارها

𝐽(𝜃)



6۷

نشانه های عملکرد نادرست گرادیان کاهشی

همگراییعدم.
دباشکوچکحدازبیشیادگیرینرخاگراماکن،استفادهیادگیرینرخبرایکوچک تریمقادیراز.راه حل

.بودخواهدکندبسیارهمگرایی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

0 100 200 300 400

تعداد‌تکرارها

𝐽(𝜃) 𝐽(𝜃)

𝜃
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خلاصه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

یادگیرینرخ.
کندبسیارهمگرایی:کوچکبسیار
همگراییعدمیاکندهمگرایی:بزرگبسیار

یادگیرینرخانتخاب.
کنیدامتحانرازیرمقادیریادگیری،نرخبرایمناسبمقداریکانتخابمنظوربه:

…,   0.001,   0.003,   0.01,   0.03,   .01,   0.3,   1.0,   …



رگرسیون چندجمله ای



۷0

انتخاب ویژگی ها: قیمت گذاری یک خانه

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑥1 𝑥2

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1 × frontage + 𝜃2 × depth

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑎𝑔𝑒 × 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1 × Area



۷۱

رگرسیون چند جمله ای

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

جمله ایچندرگرسیون.

ت‌
قیم

(y)

(x)اندازه

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + 𝜃2𝑥
2

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + 𝜃2𝑥
2 + 𝜃3𝑥

3

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥 + 𝜃2𝑥
2 + 𝜃3𝑥

3
𝑥1 = 𝑆𝑖𝑧𝑒 1 1 ≤ 𝑥1 ≤ 103

𝑥2 = 𝑆𝑖𝑧𝑒 2 1 ≤ 𝑥2 ≤ 106

𝑥3 = 𝑆𝑖𝑧𝑒 3 1 ≤ 𝑥3 ≤ 109



۷2

انتخاب ویژگی ها

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

(x)اندازه

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1 𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝜃2 𝑠𝑖𝑧𝑒 2

ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1 𝑠𝑖𝑧𝑒 + 𝜃2 𝑠𝑖𝑧𝑒

ت‌
قیم

(y)



معادله نرمال: رگرسیون خطی



۷4

گرادیان کاهشی و معادله نرمال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

کاهشیگرادیان.

𝜃𝑗 ≔ 𝜃𝑗 − 𝛼 𝜕
𝜕𝜃𝑗

𝐽 𝜃

پارامترهامقدارتعیینمنظوربهتحلیلیروشیک.نرمالمعادله.

𝐽 𝜃

𝜃

قاعده‌به‌روز‌رسانی



۷5

معادله  نرمال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

 نرمالمعادله.

𝜃 ∈ ℝ: 𝐽 𝜃 = 𝑎𝜃2 + 𝑏𝜃 + 𝑐

𝑑

𝑑𝜃
𝐽 𝜃 ≝ 0

𝜃 ∈ ℝ𝑛+1: 𝐽 𝜃0, 𝜃1, … , 𝜃𝑛 = 1
2෍

𝑖=1

𝑚

ℎ𝜃 𝑥 𝑖 − 𝑦 𝑖 2

𝜕

𝜕𝜃𝑗
𝐽 𝜃 ≝ 0 𝑗 = 0,1,2,… , 𝑛

𝐽 𝜃

𝜃



۷6

𝒙𝟎

Size (feet2)

𝒙𝟏

Number of 
bedrooms

𝒙𝟐

Number of floors

𝒙𝟑

Age of home 
(years)

𝒙𝟒

Price ($1000)

𝒚

1 2104 5 1 45 460

1 1416 3 2 40 232

1 1534 3 2 30 315

1 852 2 1 36 178

Size (feet2)

𝒙𝟏

Number of 
bedrooms

𝒙𝟐

Number of 
floors

𝒙𝟑

Age of home 
(years)

𝒙𝟒

Price 
($1000)

𝒚

2104 5 1 45 460

1416 3 2 40 232

1534 3 2 30 315

852 2 1 36 178

(m = 4)مثال : معادله  نرمال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑋 =

1 2104 5 1 45
1 1416 3 2 40
1 1534 3 2 30
1 852 2 1 36

𝜃 =

𝜃0
𝜃1
𝜃2
𝜃3
𝜃4

𝑦 =

460
232
315
178

𝑋𝜃 = 𝑦



۷۷

𝒙𝟎

Size (feet2)

𝒙𝟏

Number of 
bedrooms

𝒙𝟐

Number of floors

𝒙𝟑

Age of home 
(years)

𝒙𝟒

Price ($1000)

𝒚

1 2104 5 1 45 460

1 1416 3 2 40 232

1 1534 3 2 30 315

1 852 2 1 36 178

1 3000 4 1 38 540

Size (feet2)

𝒙𝟏

Number of 
bedrooms

𝒙𝟐

Number of 
floors

𝒙𝟑

Age of home 
(years)

𝒙𝟒

Price 
($1000)

𝒚

2104 5 1 45 460

1416 3 2 40 232

1534 3 2 30 315

852 2 1 36 178

3000 4 1 38 540

(m = 5)مثال : معادله  نرمال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑋 =

1 2104 5 1 45
1 1416 3 2 40
1 1534 3 2 30
1 852 2 1 36
1 3000 4 1 38

𝜃 =

𝜃0
𝜃1
𝜃2
𝜃3
𝜃4

𝑦 =

460
232
315
178
540

𝑋𝜃 = 𝑦



۷8

حالت کلی: معادله  نرمال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑚آموزشی؛نمونه𝑛ویژگی

ماتریس‌طراحی

𝑥 𝑖 =

𝑥0
𝑖

𝑥1
𝑖

𝑥2
𝑖

⋮

𝑥𝑛
𝑖

∈ ℝ𝑛+1 𝑋 =

_______ 𝑥 1 𝑇
_______

_______ 𝑥 2 𝑇
_______

_______ 𝑥 3 𝑇
_______

⋮

_______ 𝑥 𝑚 𝑇
_______

∈ ℝ𝑚×(𝑛+1) 𝑦 =

𝑦 1

𝑦 2

𝑦 3

⋮
𝑦 𝑚

∈ ℝ𝑚

𝑋𝜃 = 𝑦



۷۹

معادله  نرمال

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

خطیمعادلاتدستگاهحل.

𝑋𝜃 = 𝑦

𝑋 𝑇𝑋𝜃 = 𝑋 𝑇𝑦

𝜃 = 𝑋 𝑇𝑋 −1𝑋 𝑇𝑦

𝑋 +

نرمالمعادله‌‌ Python:



گرادیان کاهشی و معادله  نرمال

 عدم نیاز به انتخابα

عدم نیاز به تکرار

ماتریسمعکوسمحاسبهبهنیازدلیلبهXTX،
.استکندبزرگهای𝑛برای

انتخاببهنیازα

زیادتکرارهایبهنیاز

بزرگبسیارمقادیربرایحتی𝑛کارخوبیبه
.می کند

معادله  نرمال گرادیان کاهشی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑛 < 10000 𝑛 ≥ 10000
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XTXمعادله نرمال و معکوس ناپذیری 

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

نرمالمعادله.

Python: theta = pinv(X.T @ X) @ X.T @ y

شبه‌معکوس

𝜃 = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑦

اگراما.س𝑋𝑇𝑋می شود؟چهنباشدمعکوس پذیر

pinv



8۳

[خطیوابستگی].ویژگی هاافزونگی

XTXعلل معکوس ناپذیری 

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑥1 = 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑓𝑒𝑒𝑡2)

𝑥2 = 𝑠𝑖𝑧𝑒 (𝑚2)

𝑥1 = (3.28)2 𝑥2

ویژگی هازیادبسیارتعداد.[𝑛 ≥ 𝑚]

[ادامهدر]تنظیمازاستفادهباویژگی هاازبرخیحذف.راه حل



رگرسیون با وزن دهی محلی
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روش های یادگیری پارامتری و غیرپارامتری

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

پارامترییادگیریروش های.
داردوجودپارامترهاازثابتمجموعهیک.
نداریمآموزشیمجموعهبهنیازیجدید،داده هایپیش بینیبرای.
عصبیشبکه هایلجستیک،رگرسیونورگرسیون،:مثال.

𝜃 =

𝜃0
𝜃1
𝜃2
⋮
𝜃𝑛

ℎ𝜃(𝑥
𝑛𝑒𝑤 ) = 𝜃𝑇𝑥 𝑛𝑒𝑤
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روش های یادگیری پارامتری و غیرپارامتری

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

غیرپارامترییادگیریروش های.
می یابدافزایش(خطیصورتبه)آموزشیمجموعه اندازهافزایشباپارامترهاتعداد.
داریمنیازآموزشیمجموعهتمامبهجدید،داده هایپیش بینیمنظوربه.

[بعدصفحه]محلیوزن دهیبارگرسیون:مثال.



8۷

رگرسیون با وزن دهی محلی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

𝑥

𝐽 𝜃 =෍

𝑖=1

𝑚

𝑤 𝑖 𝑦 𝑖 − ℎ𝜃 𝑥 𝑖
2

𝑤 𝑖 = exp −
𝑥 𝑖 − 𝑥

2

2𝜏2

پهنای‌باند

نزدیک ترداده هایبهبیشتراهمیتدادن.ایده.
ℎ𝜃 𝑥 = 𝜃0 + 𝜃1𝑥



تفسیر احتمالاتی: رگرسیون
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تفسیر احتمالاتی: رگرسیون

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

مدل.

𝑦 𝑖 = 𝜃𝑇𝑥 𝑖 + 𝜖 𝑖

𝜖 𝑖 ~𝑁 0, 𝜎2 =
1

𝜎 2𝜋
exp −

𝜖2

2𝜎2

𝑦 𝑖 ~𝑁 𝜃𝑇𝑥 𝑖 , 𝜎2 =
1

𝜎 2𝜋
exp −

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

2𝜎2

خطا.
دیگرعواملتأثیرگرفتننظردر

نشدهگرفتهدرنظرویژگی هایمانند

نویزتأثیرگرفتننظردر.

می کنندپیرویگاوسییکسانتوزیعیکازوهستندمستقلخطاها.[𝑖𝑖𝑑]

خطا



۹0

تخمین بیشترین درست نمایی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

پارامترهایازتابعیعنوانبهآموزشیداده هایمشاهدهاحتمال.درست نماییتابع𝜃

𝐿 𝜃 = 𝑝 𝑌 𝑋; 𝜃 =ෑ

𝑖=1

𝑚
1

𝜎 2𝜋
exp −

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

2𝜎2

𝑙 𝜃 = ln 𝐿(𝜃) = lnෑ

𝑖=1

𝑚
1

𝜎 2𝜋
exp −

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

2𝜎2

=෍

𝑖=1

𝑚

ln
1

𝜎 2𝜋
exp −

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

2𝜎2

= 𝑚 ln
1

𝜎 2𝜋
−

1

2𝜎2
෍

𝑖=1

𝑚

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

یدرست نمایتابعلگاریتم.



۹۱

تخمین بیشترین درست نمایی

۱۳۹۷-سید ناصر رضوی -رگرسیون -یادگیری ماشین 

درست نماییبیشترینتخمین.
پارامتربرایمقداریکانتخاب𝜃کهگونه ایبه𝑙(𝜃)گرددبیشینه.

𝜃𝑀𝐿𝐸 = argmax
𝜃

𝑙(𝜃)

= argmax
𝜃

𝑚 ln
1

𝜎 2𝜋
−

1

2𝜎2
෍

𝑖=1

𝑚

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

= argmax
𝜃

−
1

2
෍

𝑖=1

𝑚

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2

= argmin
𝜃

1

2
෍

𝑖=1

𝑚

𝑦 𝑖 − 𝜃𝑇𝑥 𝑖 2
تابع‌هزینه


