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بازگشتیتوابع2-3

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 



۳

بازگشتیتوابع

ندمی کفراخوانیغیرمستقیمیامستقیمصورتبهراخودشکهتابعی.بازگشتیتابع.

بازگشتیتوابعیادگیریمزایای.
(بازگشتیتفکر)تفکرجدیدسبکیکباآشنایی
برنامه نویسیقدرتمندالگوییکباآشنایی

ریاضیاستقرایبانزدیکرابطه.

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 
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فاکتوریل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

فاکتوریلمحاسبهn.

def factorial(n):

if n == 1: return 1

return n * factorial(n – 1)

factorial(5)

factorial(4)

factorial(3)

factorial(2)

factorial(1)

5

4

3

2

1

2

6

24

120

شتیفراخوانی بازگ

تختم بازگش

𝑛! = ቊ
1 𝑛 = 1
𝑛 × 𝑛 − 1 ! 𝑛 > 1

n! = 1 * 2 * ... * (n – 1) * n
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فاکتوریل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

def factorial(n):

if n == 1: return 1

return n * factorial(n – 1)

شتیفراخوانی بازگ

تختم بازگش

𝑛! = ቊ
1 𝑛 = 1
𝑛 × 𝑛 − 1 ! 𝑛 > 1

factorial(5)

factorial(4)

factorial(3)

factorial(2)

factorial(1)

return 1

return 2*1 = 2

return 3*2 = 6

return 4*6 = 24

return 5*24 = 120

فاکتوریلمحاسبهn.
n! = 1 * 2 * ... * (n – 1) * n
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مشترکعلیهمقسومبزرگ ترین

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

کهصحیحیعددبزرگ ترینیافتن.م.م.بpوqبخش پذیرندآنبر.

مثال.

کاربردها.
کسریاعدادساده سازی

رمزنگاریRSA

gcd(4032, 1272) = 24.

4032 = 26 * 32 * 71

1272 = 23 * 31 * 531

gcd = 23 * 31
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مشترکعلیهمقسومبزرگ ترین

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

[میلادازقبلسال۳00].اقیلدسالگوریتم

gcd(1440, 408) = gcd(408, 216)

= gcd(216, 192)

= gcd(192, 24)

= gcd(24, 0)

= 24

1440 = 3 * 408 + 216

gcd 𝑝, 𝑞 = ቊ
𝑝 𝑞 = 0

gcd 𝑞, 𝑝%𝑞 otherwise



۸

مشترکعلیهمقسومبزرگ ترین

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

[میلادازقبلسال۳00].اقیلدسالگوریتم

gcd 𝑝, 𝑞 = ቊ
𝑝 𝑞 = 0

gcd 𝑞, 𝑝%𝑞 otherwise

def gcd(p, q):

if q == 0: return p

return gcd(q, p % q)

gcd(1440, 408)

gcd(408, 216)

gcd(216, 192)

gcd(192, 24)

gcd(24, 0)

return 24

return 24

return 24

return 24

return 24



۹

هانویبرج های

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Hanoiklein.jpg
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هانویبرج های

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

ترتیبحفظباراستسمتمیلهبهچپسمتمیلهازدیسک هاانتقال.هدف.
هستیمدیسکیکانتقالبهمجازتنهاحرکتهردر.
دهیمقرارکوچک تردیسکیکرویبررابزرگ تردیسکیکنیستیممجازهیچ گاه.

شروع پایان



۱۱

هانویبرج هایافسانه

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

می رسد؟پایانبهزمانیچهدنیا.س
64آفرینشابتدایدرالماسمیلهسهرویبرطلادیسک.
دمی رسپایانبهدنیاهستند،دیسک هااینانتقالمسؤولکهکشیش هاازخاصگروهیککاراتمامبا.

کرد؟استفادهدنیاپایانزمانپیش بینیبرایکامپیوترازمی توانآیا.س



۱2

بازگشتیراه حل:هانویبرج های

– nانتقال ( 1) دیسک به میله وسط1

له راستانتقال بزرگترین دیسک به می( 2)

حالت شروع

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

– nانتقال ( 3) دیسک به میله راست1



۱۳

بازگشتیراه حل:هانویبرج های

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

import sys

def moves(n, f, t, h):

if n == 0: 
return

moves(n - 1, f, h, t)
print(str(f) + ‘ --> ’ + str(t))
moves(n - 1, h, t, f)

def main():
n = int(sys.argv[1])
moves(n, 1, 3, 2)

if __name__ == ‘__main__’:
main()

f         h         t
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بازگشتیراه حل:هانویبرج های

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

import sys

def moves(n, f, t, h):

if n == 0: 
return

moves(n - 1, f, h, t)
print(str(f) + ‘ --> ’ + str(t))
moves(n - 1, h, t, f)

def main():
n = int(sys.argv[1])
moves(n, 1, 3, 2)

if __name__ == ‘__main__’:
main()

% python towersofhanoi.py 1

1 --> 3

% python towersofhanoi.py 3

1 --> 3

1 --> 2

3 --> 2

1 --> 3

2 --> 1

2 --> 3

1 --> 3

% python towersofhanoi.py 2

1 --> 2

1 --> 3

2 --> 3
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نمایشیاجرای:هانویبرج های

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

n = 3

n = 4

n = 5



۱6

بازگشتیراه حل:هانویبرج های

1, 1, 3, 2

2, 2, 3, 1

1, 1, 3, 2

2, 1, 2, 3

1, 3, 2, 1

3, 1, 3, 2

1, 2, 1, 3

1 --> 3 2 --> 3 1 --> 31 --> 2 3 --> 2 1 --> 3 2 --> 1

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

def moves(n, f, t, h):

if n == 0: 

return

moves(n - 1, f, h, t)

print(str(f) + ‘ --> ’ + str(t))

moves(n - 1, h, t, f)
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راه حلویژگی های:هانویبرج های

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

انتقالبرایلازمجابه جایی هایتعدادnدیسک؟
بامسئلهیکحلبرایn2بهدیسکn – !!!استنیازجابجایی1

𝑇 𝑛 = ቊ
1 𝑛 = 1
2𝑇 𝑛 − 1 + 1 𝑛 > 1

30,230

20,220

می شود؟چهدنیاسرنوشتبالاخرهپس
سالمیلیارد5۸5دنیاباشد،داشتهنیاززمانثانیهیکبهتنهاجابه جاییهرکهفرضاینبا

.می رسدپایانبهآنخلقتازپس
استباقیماندهسالمیلیارد570ازبیشهنوز.
استراه حلسریع ترینراه حلاینشود،راحتخیالتانکهاینبرای.



۱۸

گریکد

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

2تا0اعدادکدگذاری.گریکدn - یکدردقیقاعددهرکهگونه ایبهبیتnازدنباله ایبا1
.داردتفاوتخودازقبلعددبابیت

0

1

00

01

11

10

000

001

011

010

110

111

101

100

0 0

0 1

1 1

1 0

0 00

0 01

0 11

0 10

1 10

1 11

1 01

1 00

یبیت2کد گری 

یبیت2کد گری 
(معکوس شده)

یبیت1کد گری 

یبیت1کد گری 
(معکوس شده)

کد گری
یبیت1

کد گری
یبیت2

کد گری
یبیت3



۱۹

10

11

01

00

00

01

11

10

گریکد

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

def graycode(n):

if n == 0: return [‘’]

code1 = graycode(n - 1)

code2 = code1[::-1]

for i in range(len(code1)):

code1[i] = ‘0’ + code1[i]

for i in range(len(code2)):

code2[i] = ‘1’ + code2[i]

return code1 + code2

یبیت2کد گری 

یبیت2کد گری 
(معکوس شده)

0

0

0

0

1

1

1

1
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بازگشتیترسیم

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 



2۱

Hدرخت

درختHمرتبهازn.
یکHکنیدترسیم.
درختیکانتهایی،نقطهچهارازیکهردربازگشتیطوربهHمرتبهازn – .کنیدترسیمنصفاندازهبا1

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1ه مرتب 2مرتبه 3مرتبه



22

Hدرخت

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

یک مجموعه . کاربرد
بزرگ از مکان های دارای 

فواصل منظم را به یک 
.نمنبع یکسان متصل ک

۶ه مرتب



2۳

Hدرخت:بازگشتیترسیم

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

def draw(n, sz, x, y):

if n == 0: return

x0, x1 = x - sz/2, x + sz/2

y0, y1 = y - sz/2, y + sz/2

stddraw.line(x0, y, x1, y)
stddraw.line(x0, y0, x0, y1)
stddraw.line(x1, y0, x1, y1)

draw(n - 1, sz/2, x0, y0)
draw(n - 1, sz/2, x0, y1)
draw(n - 1, sz/2, x1, y0)
draw(n - 1, sz/2, x1, y1)

def main():
n = int(sys.argv[1])
stddraw.setPenRadius(0.0)
draw(n, 0.5, 0.5, 0.5)
stddraw.show()

if __name__ == ‘__main__’:
main()

(x, y)، به مرکز Hترسیم 

با Hترسیم چهار درخت 
گشتیاندازه نصف به صورت باز

xx
0

x
1

y
1

y

y
0

sz
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Hدرخت

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

درختترسیمHهررسمازپس.انیمیشنصورتبهHکنمکثکمی.
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Hدرخت

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

درختترسیمHهررسمازپس.انیمیشنصورتبهHکنمکثکمی.
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براونیپل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

کندیمدل سازراپدیده هاازبسیاریمی تواندکهفرایندی.براونیپل.
سهامقیمت
سیالاتانتشار
ابرهاوکوهستان هادندانه داروناهموارسطوح
...

مدل پل براونی

یک کوه واقعی قیمت یک سهام واقعی
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𝑥𝑚, 𝑦𝑚

𝑥0, 𝑦0

𝑥1, 𝑦1

میانینقطهجابه جاییروش.
ازپاره خطیک(x

0
, y

0
x)به(

1
, y

1
.بگیریدنظردر(

برگردوکنترسیمراآناست،کوتاهکافیاندازهبهپاره خطیاگر.

نقطهدرکن،تقسیمنیمدوبهوسطازراپاره خط(x
m
, y

m
).

مقدار𝛿کنانتخابگاوسیتوزیعیکازتصادفیصورتبهرا.

مقدار𝛿بهراy
m

.کناضافه
کنتکرارشدهایجادپاره خطدورویبربازگشتیصورتبهرابالامراحل.

براونیپل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

𝑥𝑚, 𝑦𝑚 + 𝛿

𝛿
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۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

def curve(x0, y0, x1, y1, variance, scale_factor):

# stop if interval is sufficiently small 
if x1 - x0 < .01: 

stddraw.line(x0, y0, x1, y1)
return

xm = (x0 + x1) / 2.0
ym = (y0 + y1) / 2.0

delta = stdrandom.gaussian(0, math.sqrt(variance))

curve(x0, y0, xm, ym + delta, variance / scale_factor, scale_factor) 
curve(xm, ym + delta, x1, y1, variance / scale_factor, scale_factor)

def main(): 
h = float(sys.argv[1]) 
scale_factor = 2 ** (2.0 * h) 
stddraw.setPenRadius(0.0)
stddraw.clear(stddraw.LIGHT_GRAY)
curve(0.0, 0.5, 1.0, 0.5, .01, scale_factor)  
stddraw.show()

if __name__ == ‘__main__’:
main()

پیاده سازی:براونیپل

h = 1.0

h = .05

curve(x0, y0, xm, ym + delta, variance / scale_factor, scale_factor) 
curve(xm, ym + delta, x1, y1, variance / scale_factor, scale_factor)

h = 0.5



2۹

پلاسماییابرهای:بعدیدوبراونیمدل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 
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49

میانینقطهجابه جاییروش.
مرکزبهمستطیلیک(x, y)کهبگیریدنظردر

.هستندمقداردارایآنگوشهچهاردرپیکسل ها

ندهانجامکاریهیچاست،کوچکمستطیلاگر.

رأسدوازمیانگین گیریبارامستطیلضلعهرمیانینقطه
.کنرنگ آمیزیمربوطه

مقدار𝛿انتخاب«گاوسیتوزیع»ازتصادفیصورتبهرا
.کن

بهسرأچهاررنگمیانگینبابرابررامرکزیپیکسلرنگ
.بدهقرار𝛿مقدارعلاوه

کوچک ترمستطیلچهارازیکهررویبررابالامراحل
.کنتکرار



۳0

پلاسماییابرهای:بعدیدوبراونیمدل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

0 20

60 100

10

30 60

80

49

میانینقطهجابه جاییروش.
مرکزبهمستطیلیک(x, y)کهبگیریدنظردر

.هستندمقداردارایآنگوشهچهاردرپیکسل ها

ندهانجامکاریهیچاست،کوچکمستطیلاگر.

رأسدوازمیانگین گیریبارامستطیلضلعهرمیانینقطه
.کنرنگ آمیزیمربوطه

مقدار𝛿انتخاب«گاوسیتوزیع»ازتصادفیصورتبهرا
.کن

بهسرأچهاررنگمیانگینبابرابررامرکزیپیکسلرنگ
.بدهقرار𝛿مقدارعلاوه

کوچک ترمستطیلچهارازیکهررویبررابالامراحل
.کنتکرار



۳۱

پلاسماییابرهای:بعدیدوبراونیمدل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 
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میانینقطهجابه جاییروش.
مرکزبهمستطیلیک(x, y)کهبگیریدنظردر

.هستندمقداردارایآنگوشهچهاردرپیکسل ها

ندهانجامکاریهیچاست،کوچکمستطیلاگر.

رأسدوازمیانگین گیریبارامستطیلضلعهرمیانینقطه
.کنرنگ آمیزیمربوطه

مقدار𝛿انتخاب«گاوسیتوزیع»ازتصادفیصورتبهرا
.کن

بهسرأچهاررنگمیانگینبابرابررامرکزیپیکسلرنگ
.بدهقرار𝛿مقدارعلاوه

کوچک ترمستطیلچهارازیکهررویبررابالامراحل
.کنتکرار
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پلاسماییابرهای:بعدیدوبراونیمدل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 
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میانینقطهجابه جاییروش.
مرکزبهمستطیلیک(x, y)کهبگیریدنظردر

.هستندمقداردارایآنگوشهچهاردرپیکسل ها

ندهانجامکاریهیچاست،کوچکمستطیلاگر.

رأسدوازمیانگین گیریبارامستطیلضلعهرمیانینقطه
.کنرنگ آمیزیمربوطه

مقدار𝛿انتخاب«گاوسیتوزیع»ازتصادفیصورتبهرا
.کن

بهسرأچهاررنگمیانگینبابرابررامرکزیپیکسلرنگ
.بدهقرار𝛿مقدارعلاوه

کوچک ترمستطیلچهارازیکهررویبررابالامراحل
.کنتکرار



۳۳

پلاسماییابرهای:بعدیدوبراونیمدل

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

0 20

60 100

10

30 60

80
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میانینقطهجابه جاییروش.
مرکزبهمستطیلیک(x, y)کهبگیریدنظردر

.هستندمقداردارایآنگوشهچهاردرپیکسل ها

ندهانجامکاریهیچاست،کوچکمستطیلاگر.

رأسدوازمیانگین گیریبارامستطیلضلعهرمیانینقطه
.کنرنگ آمیزیمربوطه

مقدار𝛿انتخاب«گاوسیتوزیع»ازتصادفیصورتبهرا
.کن

بهسرأچهاررنگمیانگینبابرابررامرکزیپیکسلرنگ
.بدهقرار𝛿مقدارعلاوه

کوچک ترمستطیلچهارازیکهررویبررابالامراحل
.کنتکرار



۳4

پلاسماییابر

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 



۳5

پلاسماییابر

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 



۳6

براونیمنظرهیک

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 



۳7

(۱)متداولخطاهای:بازگشتیتوابع

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

(بازگشتختم)پایهحالتکردنفراموش.
می شودبی نهایتحلقهیکدرافتادنگیربهمنجرپایه،حالتکردنفراموش.

def H(n):

return H(n-1) + 1.0/n

همگراییتضمینعدم.
نیستندکوچک ترکهزیرمسائلیحلبرایبازگشتیفراخوانی هایازاستفاده.

def H(n):

if n == 1: return 1.0

return H(n) + 1.0/n



۳۸

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

(2)متداولخطاهای:بازگشتیتوابع

تکراریمحاسبات.
باشدمایینزمانیپیچیدگیدارایتکراری،محاسباتدلیلبهاستممکننیزسادهبازگشتیتابعیک!

def fib(n):

if n == 0: return 0

if n == 1: return 1

return fib(n-1) + fib(n-2)

fib(5)

fib(4)

fib(3)

fib(2)

fib(1)

return 1

fib(0)

return 0

return 1+0 = 1

fib(1)

return 1

return 1+1 = 2

fib(2)

fib(1)

return 1

fib(0)

return 0

return 1+0 = 1

F
n

= F
n-1

+ F
n-2

راریمحاسبات تک



۳۹

فیبوناچیاعداد

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

ازایبهکنیدفرض.فیبوناچیدنبالهn > Fکنیمتعریف1
n

= F
n-1

+ F
n-2

Fو
0

= Fو0
1

= 1.

…131211109876543210n

…23314489553421138532110F
n

می شودیافتمعماریوهنردرگسترده ایطوربهومی کندمدل سازیرابسیاریپدیده هایدنبالهاین.
خرگوش هاتکثیرنرخبرایمدلی

(ناتیلوس)ملوانکپوسته

مونالیزا

دانستنی ها.
نسبتF

n
Fبه

n-1
.می کندمیل𝜙مقداربه

مقدارF
n

/𝜙𝑛بهصحیحعددنزدیک ترین .است5

Fنسبت طلایی 
n

/ F
n-1

13

21

2134

اچیلئوناردو فیبون
(1250–1170(
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طبیعتدرطلایینسبت

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 



4۱

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

فیبوناچیاعدادمحاسبه

دقیقمقدار[کنجکاوفردیک].پرسشF
60

است؟چقدر
ویسمبنبازگشتیبرنامهیکتابدهفرصتمنبهلحظهچند[تازه کاربرنامه نویسیک].پاسخ.

import sys

def fib(n):

if n == 0: return 0

if n == 1: return 1

return fib(n-1) + fib(n-2)

n = int(sys.argv[1])

print(fib(n))

% python fibonacciR.py 5

5

% python fibonacciR.py 10

55

% python fibonacciR.py 12

144

% python fibonacciR.py 50

12586269025

% python fibonacciR.py 60

ل چند دقیقه طو
چرا؟. می کشد

ست؟آیا رایانه من ایرادی پیدا کرده ا
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فیبوناچیاعدادبرایبازگشتیفراخوانیدرخت

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

2

1

1

1

0

1

1

0

3

5

2

1

1

1

0

2

1

1

1

0

1

1

0

3

8F(6)

F(5)

F(4)

F(3)

F(2)

F(1)

F(0)



4۳

C
n

n

F
1

160

F
2

159

F
3

258

F
4

357

F
5

556

F
6

855

⋮⋮⋮

F
61

>2.5x10
12

0

فیبوناچیاعدادبرایبازگشتیفراخوانیدرخت

F(60)

F(59)

F(58)

F(57)

F(58)

F(57)

F(56)

F(55)

کنیدفرضC
n

.باشدF(60)محاسبههنگامدرF(n)فراخوانیدفعاتتعدادبیانگر

ین مقادیراتلاف زمان به صورت نمایی به دلیل محاسبه تکراری ا
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زماننماییاتلافازاجتناب

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

یادداشت برداری.
یسپارخاطربهمنظوربهآرایهیکازاستفاده

شدهمحاسبهمقادیرتمامی
برگردانراآنشده،محاسبهقبلامقداریاگر.
درکن،محاسبهرامقدارآنصورت،اینغیردر

.برگردانراآنسپسوکنذخیرهآرایه

import sys

memo = [0] * 200

def fib(n):

if n == 0: return 0

if n == 1: return 1

if memo[n] == 0:

memo[n] = fib(n-1) + fib(n-2)

return memo[n]

n = int(sys.argv[1])

print(fib(n))

% python fibonacciM.py 60

1548008755920

% python fibonacciM.py 80

23416728348467685

% python fibonacciM.py 100

354224848179261915075

memo = [0] * 200
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پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

پویابرنامه ریزی.
بالابهپایین»شیوهبهمحاسباتانجام»
کنذخیرهراآنهاراه حلوحلراکوچک ترزیرمسائلابتدا.
کناستفادهبزرگ ترراه حل هایایجادبرایراه حل هاایناز.

def fib(n):

F = [0] * (n + 1)

F[0], F[1] = 0, 1

for i in range(2, n + 1):

F[i] = F[i - 1] + F[i - 2]

return F[n]

ن 
ریچارد بلم

1۹20-1۹۸۴

543210

532110

fib(5)

0 1 1 2 3 5
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پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

پویابرنامه ریزی.
بالابهپایین»شیوهبهمحاسباتانجام»
کنذخیرهراآنهاراه حلوحلراکوچک ترزیرمسائلابتدا.
کناستفادهبزرگ ترراه حل هایایجادبرایراه حل هاایناز.

% python fibonacci.py 60

1548008755920

% python fibonacci.py 80

23416728348467685

% python fibonacci.py 100

354224848179261915075

ن 
ریچارد بلم

1۹20-1۹۸۴

def fib(n):

F = [0] * (n + 1)

F[0], F[1] = 0, 1

for i in range(2, n + 1):

F[i] = F[i - 1] + F[i - 2]

return F[n]
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

رشتهاززیردنبالهیک.تعریفsکاراکترهایازتعدادیحذفباکهاسترشته ایهرsآیددستبه.

s = ggcaccacg

cac ggcaccacg

gcaacg ggcaccacg

ggcaacg ggcaccacg

ggcacacg ggcaccacg

...

[2
n زیردنباله در یک رشته به طولn]

t = acggcggatacg

gacg acggcggatacg

ggggg acggcggatacg

cggcgg acggcggatacg

ggcaacg acggcggatacg

ggggaacg acggcggatacg

...

مشترکزیردنبالهطولانی ترین.تعریفsوtباشددوهراززیردنباله ایکهاسترشته ایطولانی ترین.

میکاربردهای متعدد عل.آنطولومشترکزیردنبالهطولانی ترینیافتنبرایکاراالگوریتمیک.هدف



4۸

مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

آنطولومشترکزیردنبالهطولانی ترینیافتنبرایکاراالگوریتمیک.هدف.

مشترکزیردنبالهطولانی ترینذخیره.رویکردs[i..M)وt[j..N)درopt[i, j]

حالتسه:
اگرi = Mیاj = N

opt[i][j] = 0

اگرs[i] = t[j]

opt[i][j] = opt[i+1][j+1] + 1

صورتاینغیردر
opt[j][j] = max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])

s[6..9) = acg

t[7..12) = atacg

LCS(cg, tacg) = cg

LCS(acg, atacg) = acg

Ex: i = 6, j = 7



4۹

s[6..9) = acg

t[4..12) = cggatacg

LCS(acg, ggatacg) = acg

LCS(cg, cggatacg) = cg

LCS(acg, cggatacg) = acg

مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

آنطولومشترکزیردنبالهطولانی ترینیافتنبرایکاراالگوریتمیک.هدف.

مشترکزیردنبالهطولانی ترینذخیره.رویکردs[i..M)وt[j..N)درopt[i, j]

حالتسه:
اگرi = Mیاj = N

opt[i][j] = 0

اگرs[i] = t[j]

opt[i][j] = opt[i+1][j+1] + 1

صورتاینغیردر
opt[j][j] = max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])

Ex: i = 6, j = 4
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

0c7

0g8

00000000000009



5۱

مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

0c7

01g8

00000000000009

opt[i][j] = opt[i+1][j+1] + 1
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

0c7

011g8

00000000000009

opt[i][j] =
max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])



5۳

مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

0c7

0111g8

00000000000009

opt[i][j] =
max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

01c7

0111111111111g8

00000000000009

opt[i][j] =
max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

012c7

0111111111111g8

00000000000009

opt[i][j] = opt[i+1][j+1] + 1
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0g0

0g1

0c2

0a3

0c4

0c5

0a6

0122c7

0111111111111g8

00000000000009

opt[i][j] =
max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0123346666777g0

0123345556666g1

0123344455556c2

0123344444456a3

0123333344455c4

0123333344444c5

0123333333333a6

0122222222222c7

0111111111111g8

00000000000009

opt[i][j] =
max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])



5۸

پیاده سازی:مشترکزیردنبالهطولانی ترین

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

def LCS(s, t):

m, n = len(s), len(t)

opt = [[0] * (n+1) for i in range(m+1)]

for i in range(m - 1, -1, -1):

for j in range(n - 1, -1, -1):

if s[i] == t[j]:

opt[i][j] = opt[i+1][j+1] + 1

else:

opt[i][j] = max(opt[i+1][j], opt[i][j+1])

return opt[0][0]

% python lcs.py ggcaccacg acggcggatacg

7



5۹

مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0123346666777g0

0123345556666g1

0123344455556c2

0123344444456a3

0123333344455c4

0123333344444c5

0123333333333a6

0122222222222c7

0111111111111g8

00000000000009

بالهزیردنطولانی ترینمحاسبه
مشترک
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مشترکزیردنبالهطولانی ترین:پویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

1211109876543210

gcataggcggca

0123346666777g0

0123345556666g1

0123344455556c2

0123344444456a3

0123333344455c4

0123333344444c5

0123333333333a6

0122222222222c7

0111111111111g8

00000000000009

s = ggcaccacg

t = acggcggatacg

LCS(s, t) = ggcaacg



6۱

بازگشتیالگوریتم هایوپویابرنامه ریزی

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

کوچک ترزیرمسائلراه حل هایترکیببامسائلحلبرایمفیدبسیاررویکرددو.

بازگشتی؟الگوریتم هایوپویابرنامه ریزیچرا
کردنفکرجدیدشیوهیکبیانگر
برنامه نویسیقدرتمندالگوهای
محاسباتطبیعتدرک
دهه هاطولدرموفقاستفاده
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خلاصه

۱3۹۸-سید ناصر رضوی -توابع بازگشتی -برنامه نویسی با پایتون 

نوشت؟بازگشتیتابعیکمی توانچگونه
بازگشتیفراخوانیپایه،حالت.
بازگشتیتابعیکاجرایردیابی.
شکلازاستفاده.

بازگشتیتوابعیادگیریمزایای.
(بازگشتیتفکر)تفکرجدیدسبکیکباآشنایی
نویسیبرنامهقدرتمندالگوییکباآشنایی

مهممسائلازبسیاریبرایزیباوظریفراه حلیک.حلوتقسیم.

راه حل هاذخیرهوبالابهپاییناززیرمسائلحلباتکراریمحاسباتازاجتناب.پویابرنامه ریزی.


